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Chapter 1

Introducao

1.1 Aspectos do Sistema Maple

O Maple é uma linguagem de computagao que possui quatro aspectos gerais que sao:

e Aspectos algébricos

e Aspectos numéricos

e Aspectos graficos

e Aspectos de programacao
Todos estes aspectos estao integrados formando um corpo tnico. Por exemplo, a partir
de um resultado algébrico, uma andlise numérica ou gréfica pode imediatamente ser
feita. Em geral, na andlise de um problema, varias ferramentas sao necessarias. Se
estas ferramentas nao estiverem no mesmo software, um usudrio enfrentard uma série de
dificuldades para compatibilizar a saida de um software com a entrada de outro, além de
ser obrigado a familiarizar-se com diferentes notagoes e estilos. E claro que o Maple nao
elimina completamente o uso de linguagens numéricas ou graficas. Em aplicagoes mais
elaboradas pode ser necessario usar recursos de linguagens como C ou Fortran. O Maple
tem interface com estas linguagens no sentido de que um resultado algébrico encontrado
no Maple pode ser convertido para a sintaxe da linguagem C ou Fortran 77.

Os aspectos novos trazidos pelo Maple juntamente com outros sistemas algébricos
sao a computacao algébrica e a programacao simbdlica. A computacao algébrica é uma
area que teve um forte impulso nas décadas de 60 e 70, onde foram criados importantes
algoritmos para integracao analitica e fatoracao de polindmios. Estes algoritmos estao
baseados na Algebra Moderna, que guia toda a implementacao do nicleo de qualquer
sistema algébrico.

O Maple é uma linguagem de programacao simbodlica. Os construtores deste sistema
optaram em desenvolver um pequeno ntucleo escrito na linguagem C gerenciando as
operacoes que necessitam de maior velocidade de processamento, e a partir deste nticleo,
desenvolveram uma nova linguagem. O préprio Maple foi escrito nesta nova linguagem.
Mais do que 95% dos algoritmos estao escritos na linguagem Maple, estando acessiveis ao
usuario. Esta opcao dos seus arquitetos é muito saudavel, pois uma linguagem que pode
gerar todo um sistema algébrico do porte do Maple certamente é uma boa linguagem de
programacao.

Neste curso faremos uma introducao a alguns destes aspectos e analisaremos como
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eles se inter-relacionam. As versoes utilizadas foram Maple 6 e 7.

1.2 A Worksheet

Nos microcomputadores com o Maple instalado, a worksheet é disparada clicando-se
no icone do programa. Em outros sistemas, ela é disparada pelo comando zmaple (ou
maple) dado no sinal de pronto do sistema operacional. FEla € o principal meio para
gravar e ler os trabalhos desenvolvidos no Maple.

A worksheet utiliza os recursos de janelas para facilitar a interacao do usuario com o
Maple. Por exemplo, um comando batido errado pode ser facilmente corrigido voltando-
se o cursor para a posicao do erro e substituindo os caracteres errados. Nao ha ne-
cessidade de digitar todo o comando novamente. Na worksheet, o usuario pode tecer
comentarios, colar graficos e gravar todo o conjunto em um arquivo para ser lido e even-
tualmente modificado posteriormente. A worksheet pode ser impressa selecionando-se a
opgao depois de clicar em , ou pode ser convertida em um arquivo IXTEX!.
Um exemplo de uso das worksheets é este curso. Ele foi desenvolvido em worksheets e
posteriormente convertido em KETEX para ser impresso.

A worksheet é um caderno virtual de anotacoes de cédlculos. A vantagem do caderno
virtual é que qualquer coisa ja escrita pode ser modificada sem necessidade de fazer
outras alteragoes, pois o trabalho se ajusta automaticamente as mudancas. Essa idéia
¢ a mesma dos processadores de textos que substituiram as méaquinas de escrever. A
worksheet nao é um processador de textos. Ela funciona de maneira satisfatéria como
um editor de textos, e a parte referente ao processamento de textos pode ser feita em
KETEX. No desenvolvimento de um trabalho usando a worksheet, ¢ importante que ele
seja feito em ordem e que todo rascunho seja apagado assim que cumprido seu objetivo.
O comando restart pode encabecar o trabalho. Depois de gravar a worksheet, o usuario
pode sair do Maple. No momento em que a worksheet é lida novamente, os resultados
que aparecem na tela nao estao na memoria ativa do Maple. E necessério processar os
comandos novamente para ativar os resultados. A worksheet é gravada com a terminacao
.MWS.

A worksheet tem quatro tipos de linhas: 1. linhas de entrada de comandos que
usam a cor vermelha e sao precedidas pelo sinal de pronto “>7, 2. linhas de saida dos
comandos na cor azul, 3. linhas de texto na cor preta e 4. linhas de grafico. Algumas
dessas linhas podem ser convertidas umas nas outras. Os botoes | Copy |, ‘Paste ‘ e ‘ Cut ‘
sao bastantes tteis neste contexto. Nos casos que envolvem tipos diferentes de linha, os
bot()es‘ Copy as Maple Text ‘e ‘ Paste as Maple Text |podem ser o iinico meio de executar
a tarefa. As linhas de saida usam recursos graficos das janelas para escrever as letras, os
simbolos e desenhar os graficos. O sinal de integral aparece na tela como [, o somatorio
como Y. e as letras gregas como «, 3, v, ---. Existe uma opg¢ao que faz com que as
linhas de saida usem os mesmos caracteres do teclado. Essa opcao é til para gravar
resultados em um arquivo ASCII (acronimo de American Standard Code for Information
Interchange). A worksheet possui diversos recursos para escrever textos. E possivel criar
secoes e sub-secoes. As letras podem ter diversos tamanhos e estilos, e podem ser em

'ATREX é um processador de textos de dominio piblico. Veja o site http://www.latez-project.org.
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itdlico ou em negrito. E possivel criar hiperlinks que conectam diversas worksheets. A
partir desses hiperlinks pode-se “navegar” através das worksheets.
Mais detalhes sobre as worksheets podem ser encontrados no ‘New User’s Tour ‘ de-

pois de clicar em .

1.3 Help on Line

O Maple possui um sistema de ajuda interativo chamado help on line. Para pedir ajuda
sobre uma func¢ao ou qualquer assunto pertinente, deve-se preceder a fungao ou o assunto
com um sinal de interrogogao. Por exemplo:
> 7maple
A pagina de ajuda contém varias partes: 1. descricao da sintaxe, 2. descricao detalhada,
3. exemplos e 4. palavras chaves relacionadas ao assunto. A partir das palavras chaves,
pode-se “navegar” pelo sistema de ajuda até que a informacao desejada seja encontrada.
Outra modalidade de ajuda consiste na procura por assunto. No caso do Maple

for Windows deve-se clicar com o mouse no e depois | Introduction | (primeiro de

cima para baixo). A nova janela terd uma segdo cinza na parte superior. Clique em

‘Mathematics...‘ por exemplo. Na segunda coluna procure por um sub-tépico e assim
por diante.
Os usuarios mais persistentes podem porcurar ajuda clicando em ‘ Topic Search... ‘ou

‘Full Text Search... L depois de ter clicado em .

1.4 Referéncias sobre Maple

Alguns livros sobre Maple estao listados nas referéncias bibliograficas. As referéncias [1]
e [2] sdo os principais manuais e sdo distribuidos junto com o software. As referéncias [3],
[4] e [5] sao livros de introdugao ao Maple. Uma lista de livros mais completa pode ser

encontrada no site http://www.maplesoft.com. Clique em ‘Maple Application Center‘
e depois em | Publications| Aproveite também para dar uma olhada no material que

usuarios do mundo inteiro enviam para o Maple Application Center.




Chapter 2

Nocoes Basicas

Para obter os melhores resultados, este texto deverd ser lido junto com o uso do Maple,
de forma que os exemplos possam ser testados. Neste caso, as duvidas e as dificuldades
ficarao mais visiveis.

2.1 Numeros

O Maple usualmente trabalha com os niimeros de maneira exata. Nenhuma aproximagao
é feita:
> (34*%3 + 7/11)°2;
1274641

121
Podemos ver que o resultado é um nuimero racional. Para obter uma aproximagao

decimal, devemos usar o comando evalf (evaluate in floating point):
> evalf(%);
10534.22314
O sinal de percentagem % guarda o valor do tltimo resultado calculado, que nao é neces-
sariamente o resultado do comando imediatamente acima, pois na worksheet podemos
processar os comandos numa ordem diferente da que eles aparecem na tela. O ltimo re-
sultado tem 10 digitos (valor default). Podemos calcular com mais digitos significativos,
por exemplo, com 50 digitos:
> evalf [50] (%%) ;
10534.223140495867768595041322314049586776859504132
Outra maneira de ter resultados com casas decimais, é entrar pelo menos um ntmero
com casa decimal:
> 4/3%sin(2.);
1.212396569
Porém, como podemos aumentar o nimero de casas, se nao estamos usando o comando
evalf? Para isso devemos atribuir o nimero de digitos desejado a variavel Digits. Pri-
meiro, vamos verificar seu valor default, e depois muda-lo:
> Digits;
10
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> Digits := 20;
Digits := 20
Vejamos agora o numero de FEuler com vinte digitos:
> exp(l.);
2.7182818284590452354

No Maple, podemos trabalhar com ntmeros irracionais:
>  ((1+sqrt(5))/2)°2;

1

3+3V9"

> expand (%) ;
3 1
—+ =V
2 2 V5
Observe que a entrada nao foi simplificada até que isto fosse pedido. Esta é uma regra
do Maple. As expressoes nao sao simplificadas a menos que o usuério pega. Somente sao
feitas as simplificagoes mais elementares, envolvendo as operagoes aritméticas basicas.
Vamos ver agora um exemplo mais elaborado:
> sin(2*Pi*n)/5!;
L.
—sin(27n)

120
Pedimos para o Maple calcular sin(27n) e dividir por fatorial de 5. Poderfamos achar

que o resultado deveria ser zero, ja que o seno de um miiltiplo de 7 é zero. Com um
pouco de reflexao mudariamos de opiniao, ja que n é uma letra sobre a qual nada foi dito.
Nao é razoavel esperar que o Maple assuma que ela é uma variavel inteira. Para o Maple,
ela é uma letra como qualquer outra. A principio, todas estao em pé de igualdade. Isso
pode ser mudado com o seguite comando:

> assume(n,integer);

> sin(2*Pi*n)/5!;

> cos(Pi*n);
GO
De agora em diante, o Maple tratara n como uma variavel inteira. Ela passa a ser mo-
strada na tela com um til, da forma n ", para o usuario saber que essa variavel tem uma
determinada propriedade atribuida pelo comando assume. E possivel inibir o apareci-
mento do til nessas varidveis com o comando
> interface(showassumed=0) ;
Outro detalhe que podemos observar do ultimo exemplo, é que o niimero 7 é escrito com
P maiusculo. A varidvel pi com p minusculo nao tem nenhuma relacdo com a constante
matematica . Vamos retirar a declaracao antes de continuar:
> n :=’n’;
n:=mn
Agora, vamos ver um exemplo com nimeros complexos. Queremos encontrar as raizes
cubicas de:
> z := (-8)"(1/3);
2= (=8)3
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Podemos ver que o Maple nada fez, ou melhor, nao houve nenhuma simplificacao do
resultado. Assim, vamos pedir explicitamente:

> simplify(z);
1+1V3

A variavel I representa /—1. O usuario pode escolher outra variavel, por exemplo J,
através da instrucao interface(imaginaryunit=J). Os nimeros complexos sao sempre
simplificados para a forma a + b 1. Por exemplo:
> (3+4xI)/(1+I);
7 n 1 7
2 2
Isso nao ocorre se a expressao contiver uma letra. Por exemplo:
> z := (3+4xI)/(1+axI);
3+41
z =
1+7a
Neste caso, devemos usar o comando evalc (evaluate in complex context). Vejamos:

> evalc(z);

a 4 a
+4 +1 -3
1+ a? 1+ a? (1+a2 1—|—a2)
Dentro do ewalc, todas a letras sao consideradas variaveis reais, exceto as variaveis

que o usuario tenha declarado complexas através do comando assume. Podemos obter a
parte real, imaginaria e o médulo de z com a ajuda do evalc:
> normal(evalc(Re(z)));

3+4a
1+ a?

> evalc(abs(z));
5

V14 a?
Lembre que a varidvel I é reservada e portanto o usuario nao pode fazer uma atribuicao
do tipo
> I :=1;

Error, illegal use of an object as a name
Exitem vérias outras variaveis reservadas no Maple que nao podem sofrer atribuicao. A
maioria esta protegida e a mensagem de erro indica claramente onde esta o problema.
No caso caso da variavel I, a mensagem de erro é enigmatica.

2.2 Atribuicao de um Nome a uma Expressao

A principio, uma expressao nao precisa ter um nome. Podemos nos referir a ela com
o sinal %. Nas situacoes em que vamos nos referir a uma expressao diversas vezes, ¢
melhor dar um nome a ela. Isto é feito com o comando de atribuicao “:=". Por exemplo:
> equacao := x 2+3*x+1=0;
equacao ‘= 2> +3x+1=0

> solve(equacao);

3 1 3 1
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O resultado também pode ser atribuido a uma variavel:

YARNE

> solucaol :

3 1
lucaol == —> + = /5
solucao 2—1-2\/_

%521 ;

> solucao2 :
3 1

[ 2= —— =45

solucao 2 2\/_

Podemos confirmar que solucaol ¢é de fato uma solucao da equacao:
> expand(subs(x=solucaol, equacao));
0=0

Note que o sinal de igualdade “=" tem um papel bem diferente do sinal de atribuicao

49 7

:=". O sinal de igualdade nao modifica o valor de uma variavel. Vejamos:

> y=x+1;

y=x+1
O valor de y continua sendo ele préprio:
> Vs
Y
Vejamos agora:
> y :=x + 1;
yi=x+1
> y,
r+1
Para retirar a atribuicao (“limpar a variavel”), usa-se
> y:=y’;
Y=y

De modo equivalente:

> unassign(’y’);

2.3 Avaliacao Completa

Vamos fazer uma série de atribuicoes em cadeia:

> A := B;
A:=8B
> B := C;
B:=C
> C := 3;
C:=3
Agora, observe o valor que o Maple retorna para a variavel A:
> A;
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O que aconteceu foi que A foi avaliado como sendo B que por sua vez foi avaliado como
sendo C que foi avaliado como sendo 3. Isso se chama “avaliagao completa” de uma
variavel. Existem vérias excessoes a essa regra como veremos ao longo deste texto.
Estas excessoes sao muito importantes. Podemos adiantar uma, a saber, no comando
abaixo a variavel A nao serd avaliada:
> A := 10;
A:=10
Caso A tivesse sido considerado com o valor 3, teriamos o comando 3 :=10, o que nao é
admitido. Existe uma maneira de retardar a avaliacao de uma variavel. Sabemos que o
comando A; vai retornar 10. Porém, podemos retardar esta avaliacao:
> )A) ;
A
> s
10

Isso explica por que o comando A:="A’; “limpa” a varidavel A. O recurso de retardar a
avaliacao, seja de uma variavel, seja de um comando, ¢é utilizado com muita frequéncia.

2.4 Tipos de Objetos

Para usar o Maple de maneira eficiente, é necessario conhecer a forma de alguns objetos
desta linguagem. Outro nome para objetos do Maple comumente usado é estrutura
de dados. Os principais sao as listas, conjuntos, arrays, sequéncias e tabelas. Varios
comandos do Maple tém estes objetos como resultado. Podemos precisar selecionar um
elemento do resultado e, para isto, é necessario compreender a estruturas destes objetos.
O resultado do comando solve pode ser uma sequéncia de raizes de uma equagao, como
vimos acima. Vejamos outro exemplo:
> XT8+2*%x7T7-13*%x"6-24%x"5+43*xx"4+58*x"3-67*x"2- 36%*x+36;
2® + 22" —132% — 242° + 432" + 582° — 67 2% — 362 + 36

> sequencia_de_solucoes := solve(%);
sequencia_de_solucoes := —3, 3, —1, =2, =2, 1,1, 1
O resultado do comando solve foi uma sequéncia de raizes, sendo que as raizes repetidas
aparecem tantas vezes quanto for a multiplicidade. No caso acima, a raiz 1 tem multi-

plicidade 3 e a raiz -2 tem multiplicidade 2. Podemos, agora, colocar esta sequéncia de
raizes na forma de outros objetos. Por exemplo, na forma de uma lista:

> lista_de_solucoes := [ sequencia_de_solucoes ];
lista_de_solucoes := [-3, 3, =1, =2, =2, 1, 1, 1]
Outra possibilidade ¢ armazenar as raizes na forma de um conjunto:
> conjunto_de_solucoes := { sequencia_de_solucoes };

conjunto_de_solucoes := {—1, 1, =2, —3, 3}
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Cada objeto tem sua caracteristica propria. Podemos ver que a lista mantém o
ordenamento das raizes e nao elimina as repetigoes. Por sua vez, o conjunto nao respeita
o ordenamento e elimina as repeti¢oes. O conjunto acima tem 5 elementos enquanto que
a lista tem 8 elementos, nimero este que deve coincidir com o grau do polindémio.

Para selecionar um elemento de um objeto do Maple, deve-se usar a seguinte notacao:

OBJETO| posicao do elemento |

Por exemplo, vamos selecionar o quarto elemento da sequéncia de solugoes:
> sequencia_de_solucoes[4];
-2
O 1ltimo elemento da lista de solugoes:

> lista_de_solucoes[-1];
1

Neste ultimo exemplo, podemos sempre selecionar o ultimo elemento mesmo sem ter
contado & mao (ou por inspecao visual) quantos elementos o objeto tem. Um ntdmero
negativo indica que a contagem ¢ feita a partir do final da lista: -1 indica o ultimo
elemento, -2 o peniltimo, e assim por diante. O comando nops fornece o tamanho da
lista ou do conjunto. Para memorizar o nome do comando é bom saber que nops é o
acronimo de number of operands. Vamos usar com frequéncia o nome “operando” para
nos referir a “elemento”.

Vamos nos colocar o seguinte problema: queremos saber qual é o polinomio que tem
as mesmas raizes que o polindomio acima, porém todas com multiplicidade 1. Ou seja,
sabemos que as raizes do polinomio que queremos achar sao:

> conjunto_de_solucoes;
{-1,1, =2, =3, 3}
Temos entao que construir o polindmio (x+1)*(x-1)... . A maneira mais simples de
resolver este problema é escrever explicitamente o seguinte produto:
> expand ((x+1)*(x-1)*(x+2) * (x+3) *(x-3) ) ;
2° +22' —102° —202° + 9 + 18
Caso o numero de raizes seja grande, nao ¢ conveniente usar este método, pois ele sera
trabalhoso e podemos cometer erros. Vejamos uma outra forma de resolver o problema:
> map(elem -> x-elem, conjunto_de_solucoes);
{r+1, -3, 2—1,x+2, v+ 3}

> convert (%, ‘*x¢);
(x+1)(z—=1)(z+2)(z+3)(x—3)

> expand (%) ;
2+ 22 — 1022 — 2022+ 92 + 18
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Este método é o mesmo nao importa o nimero de raizes. Um erro comum de ser cometido
no primeiro método é usar z—2 no lugar de z+2. No segundo nao se corre este risco. Aqui
foi usado o comando map (mapping). Ele esta associado as estruturas de dados. Todos
os comandos que usamos até agora atuavam em um unico elemento. No entanto, quando
estamos lidando com estrutura de dados ou objetos com muitos elementos, precisamos
aplicar comandos ou funcoes a todos os elementos da estrutura. O comando que faz
isso é o map. No exemplo acima, queremos somar x a cada elemento do conjunto de
solugoes. A notacao é elem — x + elem. Esta operacao deve ser realizada em todos os
elementos do conjunto de solugoes. O primeiro argumento do comando map deve ser a
lei transformacao. O segundo argumento tem qqe ser o conjunto ou qualquer objeto com
varios elementos. O resultado foi o desejado. Cada elemento foi somado a z. Falta mais
um passo para obter o polindmio, que é converter o conjunto em produto. O produto é
especificado no Maple como ‘*‘. As crases sao necessarias, pois o asterisco é um caracter
nao alfanumérico. O comando convert espera que o seu segundo argumento seja um
nome. O asterisco nao ¢ um nome, mas sim o operador de multiplicacdo. As crases
fazem com que ele seja apenas um nome, ou um caracter como qualquer outra letra.
Podemos converter uma lista em um conjunto e vice-versa:

> convert( conjunto_de_solucoes, list);
-1, 1, =2, =3, 3]

Os conjuntos sao objetos inspirados nos conjuntos usados em Matematica. Podemos
fazer a uniao, intersecao e subtragao de conjuntos com os comandos union, intersect e
minus. Por exemplo:

> {1,2,3} union {a,b,c,d};
{17 27 37 a, ba ¢, d}

> % intersect {3,a,c,w,z};
{3, a, c}
> %% minus %;
{1, 2, b, d}
Os conjuntos e as listas que tém uma certa regra de formagao podem ser gerados com
o comando seq (sequence). Por exemplo, o conjunto dos 10 primeiros nimeros primos:
> { seq(ithprime(i), i=1..10) };
{2, 3,5, 7,11, 13, 17, 19, 23, 29}

A lista dos dez primeiros nimeros da forma 2P — 1:
> [ seq(27i-1, i=1..10) 1;

11, 3,7, 15, 31, 63, 127, 255, 511, 1023]
A lista das derivadas de = In(z) em relagdo a x até ordem 5:

> [ seq(diff (x*1n(x),x$i), i=1..5) 1];

1 1 2 6
[ln(x) + 17 ;a _;7 Ea _E]
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Vimos como selecionar um tnico elemento de uma estrutura de dados. Agora, como
podemos obter um sub-conjunto de um conjunto ou uma sub-lista de uma lista? A
notacao para obter sub-listas ou sub-conjuntos é:

OBJETO[ a .. b |

onde a é a posicao do primeiro elemento e b é a posicao do ultimo elemento da parte
que queremos selecionar. Por exemplo:
> listal := [a, b, c, d, el;
listal :=la, b, ¢, d, €]
> sublista := listall[2..4];
sublista :=[b, ¢, d|



Chapter 3

Simplificacao de Expressoes

3.1 Introducao

O problema de simplificacao de expressoes é um problema classico da computagao
algébrica. Todo mundo tem uma idéia intuitiva do que seja a forma mais simples de
uma expressao. No entanto, na computacao nao é possivel dar um comando intuitivo. E
necessario fornecer um algoritmo, de forma que, uma vez seguida uma sequéncia de pas-
sos, o computador sempre chegue a forma mais simples. Uma regra poderia ser: fatores
nao nulos comuns ao numerador e denominador de uma expressao devem ser cancelados.
O comando normal (normalize) executa essa tarefa. Por exemplo:
> (x72-1)/(x"2-x-2);

2 —1
2 —x—2
> mnormal(%);
rz—1
T —2

O resultado ficou mais simples que o original. Agora, vamos aplicar a mesma regra a
seguinte expressao:
> (x720-1)/(x-1);

> mnormal (%) ;

219 4 18 1 1T 16y 15 1 I8 02y I 10
t + 2 " St P 1

Neste exemplo o numerador tem grau 20. Imagine o cancelamento no caso de numerador
de grau 1000. A expressao sem fatores comuns ocuparia varias paginas. Qual das formas
¢ a mais simples? Existem situagoes onde é possivel decidir qual é a forma mais simples.
Isto é o que tenta fazer o comando simplify. Em outras situagoes o préprio usuario deve
interferir para obter a forma de sua preferéncia. Para isso, o Maple possui uma série
de comandos de simplificagao. Sao comandos que, quando aplicados a uma expressao,
mudam sua forma, mas nao mudam seu conteido. As diferentes formas sao matema-
ticamente equivalentes, ou melhor, quase equivalentes. As duas ultimas expressoes sao
equivalentes em todos os pontos diferentes de 1, porém nao sao equivalentes em = = 1.
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Os comandos mais usados para simplificar expressoes algébricas sao: expand, normal,
simplify, collect, combine e factor.

3.2 FEzxpand

Quando um usuario entra uma expressao, o Maple a mantém na mesma forma por via
de regra. A expressao nao tem a sua forma alterada até que o usudrio peca. Nao ha
um padrao predeterminado de apresentacao das expressoes algébricas. Por isto, elas
sao armazenadas internamente, na forma em que foram fornecidas. Por exemplo, uma
expressao dada na forma fatorada, permanece nesta forma até que sua expansao seja
pedida, e vice-versa:

> (x-1)°5;

(z —1)°
> expand (%) ;

5 4 3 2
2’ =52 "+ 102" — 102"+ 52 —1

> factor(%);

(z = 1)°
O comando ezpand serve para expandir as expressoes no sentido de tirar os parénteses,

e serve também para expandir fungoes trigonométricas, logaritmicas, etc. Por exemplo:
> sin(2*alphatbeta) = expand(sin(2*alpha+beta));
sin(2a + 3) = 2 cos(3) sin(a) cos(a) + 2sin(B) cos(a)* — sin(3)
> 1In(x"2%y~2) = expand(ln(x~2*y~2));
In(z?® y*) = 21n(x) + 21In(y)

> Psi(2*x) = expand(Psi(2+%x)); # Psi e’ a funcao digamma

U(2z) =In(2) + % U(z) + % U(z + %)

Em certos casos, queremos expandir uma expressao sem expandir um certo pedago.
Para isso, devemos colocar a parte que queremos congelar como segundo argumento do
comando expand:

> (x + sin(gamma + delta)) 2;
(x+sin(7+5))2

> expand(%,sin);
2% + 2sin(y + 6) x + sin(y + 6)?
> sin(omega*(t+t0)+delta);
sin(w (t + t0) + 6)

> expand(%,t+t0);
sin(w (t + t0)) cos(6) + cos(w (t + t0)) sin(0)
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Nestes ultimos exemplos, os resultados seriam bem diferentes se nao tivéssemos colocado
o segundo argumento. No caso da expressao sin(y + ) basta colocar sin no segundo ar-
gumento do comando ezxpand para obter o efeito desejado. Evidentemente, se tivéssemos
colocado sin(y + 6) em vez de sin, obterfamos o mesmo resultado.
Um terceiro efeito do comando expand se refere a expressoes com denominador. Ele
coloca o denominador embaixo de cada numerador, sem expandir o denominador:
> expr := (x+y)~2/(a+b)"2;
expr = (a1 D)
> expand(expr) ;
2 2
NP N
(a+0)* (a+b)*  (a+b)?
Para expandir o denominador, é necessario primeiro usar o comando normal com a opcao
expanded e depois expandir com expand:

> normal (expr, expanded);

2?2+ 2xy 4+ y?
a?+2ab+ b?

> expand(%);

172 Ty y2

2
c12+2ab—i-ijL a2+2ab+b2+a2+2ab+b2

3.3 Combine

Vimos na sec¢ao anterior como expandir expressoes. A expansao é um procedimento
simples computacionalmente. O mesmo nao podemos dizer do procedimento inverso.
Ao contrario, podemos afirmar que a fatoracao é um processo complexo, baseado em um
longo algoritmo desenvolvido com conceitos da Algebra Moderna. A fatoracao é feita
pelo comando factor. Além do comando factor, os comandos normal e combine fazem o
contrario do que faz o comando expand. Destes trés, o comando combine requer maior
atencao, pois para usa-lo com eficiencia é necessario conhecer as opcgoes que devem ser
fornecidas como segundo argumento. A sintaxe é:

combine( erpressdo, opgao )

A opcgao pode ser: exp, In, power, trig, Psi, polylog, radical, abs, signum, plus, atatsign,
conjugate, plot, product ou range entre outras. A opcao trig engloba todas as funcoes
trigonométricas e a opgao power expressoes que envolvem potenciacao. Vejamos alguns
exemplos:
> (x7a)”"2*x"b = combine((x"a) 2*x"b, power);
(l'a)Q :L‘b _ l,(2a+b)
> 4x%sin(x) "3 = combine(4*sin(x) "3, trig);
4sin(z)? = —sin(3 ) + 3sin(z)
> exp(x)"2*xexp(y) = combine(exp(x) " 2xexp(y), exp);
(ez)Q eV — e(2z+y)
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> exp(sin(a)*cos(b))*exp(cos(a)*sin(b)) =
> combine(exp(sin(a)*cos(b))*

> exp(cos(a)*sin(b)), [trig,expl);

sin(a) cos(b)) e(cos.(a) sin(b) sin(a+b)

e( ) = €
Neste tltimo exemplo, usamos o comando combine com duas opgoes. Neste caso, temos
que colocar as opgoes entre colchetes. A opcao In pode nao funcionar como desejado se
nao usarmos a opcao adicional symbolic, por exemplo:
> combine(5*%1n(x)-1n(y), 1ln); # nada acontece
5In(z) — In(y)
> bx1n(x)-1n(y) = combine(5*1n(x)-1n(y), 1ln,

> symbolic); # agora sim!
5

51n(z) — In(y) = ln(%)

Uma outra forma de obter esse resultado é declarar as variaveis envolvidas como sendo
reais e positivas com o comando assume. Vejamos mais alguns exemplos:

> Int(x,x=a..b)-Int(x"2,x=a..b)=

> combine(Int(x,x=a..b)-Int(x"2,x=a..b));

b b b
/xdx—/x%ixz/x—ﬁdx

log(x)+Limit (f (x) "3,x=a)*Limit (f(x)"2,x=a) =
combine (log(x)+Limit (f (x) "3, x=a)*Limit(f(x)"2, x=a));

In(z) + lim (£(2))’ lim (f(2))* = In(z) + lim (f())°
Nos dois ultimos exemplos, usamos os comandos int e limit nas suas formas inertes, isto
¢, com iniciais maiusculas. Neste caso, a integracao e o limite nao sao executados até
que seja pedido através do comando value. No entanto, as propriedades da integral e do
limite sao conhecidas nesta forma inerte.

3.4 Convert

A principio, a funcao convert nao é um comando de simplificacdo pois ele tem um
propdsito mais geral. No entanto, algumas conversdes servem como simplificacdo. A
sintaxe deste comando é:

convert( expressdo, tipo)

onde tipo pode ser um dos seguintes nomes: trig, tan, In, exp, expln, erpsincos, ra-
tional, parfrac, radians, degree, GAMMA, factorial, entre outros, no caso de ser tratar
de conversao de uma expressao algébrica em outra expressao algébrica. Vejamos alguns
exemplos:
> expr := (1+I)*(exp(-I*x)-I*xexp(I*x))/2;
1

1
erpr = (5 t3 I) (1D — 1ello)
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> expand(convert (%,trig));
cos(z) + sin(z)
> convert(cosh(x),exp);
1. 11
2¢ o
> convert(arcsinh(x),1n);

In(z + Va2 + 1)

Vejamos alguns exemplos relacionados com a funcao factorial:

> n! = convert(n!, GAMMA);

nl=T(n+1)
> convert(%,factorial);

|
o= (Dt
n—+1
> expand (%) ;
n! =nl

> binomial(n,k) = convert(binomial(n,k), factorial);
n!

binomial(n, k) = m
n — !

3.5 Simplify

O comando simplify é um comando geral de simplificacao. Uma das primeiras coisas
que ele faz é procurar dentro da expressao a ocorréncia de fungoes matematicas, como
as fungoes trigonométricas. Caso encontre, ele usa as propriedades de simplificagao
destas funcoes. O mesmo ocorre com as raizes quadradas, os radicais e as poténcias.
No entanto, é possivel aplicar as regras de simplificagao de determinadas fungoes de
maneira selecionada. Para isso deve-se dar o nome da funcao em questao no segundo
argumento do comando simplify, que pode ser um dos seguintes nomes: trig, hypergeom,
radical, power, exp, In, sqrt, Bessell, BesselJ, BesselK, BesselY, Fi, GAMMA, RootOf,
LambertW, dilog, polylog, pg, pochhammer e atsign (“@Q”). Por exemplo, no primeiro
comando simplify abaixo, tanto as regras de simplificagao das fungoes trigonométricas
como da fungao exponencial foram usadas, enquanto que no segundo somente as regras
das funcgoes trigonométricas foram usadas:

> expr := (sin(x)"3 + cos(x)"3)*exp(a)/exp(a+b);
_ (sin(z)® + cos(x)?) e*
expr = ey

> simplify(expr);
—(—sin(z) + sin(z) cos(z)? — cos(z)?) e~

> simplify(expr, trig);
e® (—sin(x) + sin(x) cos(x)? — cos(x)?)
elatd)
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O comando simplify tem uma opcao bastante ttil para simplificagao de uma expressao
com vinculos adicionais. Estes vinculos devem ser colocados em um conjunto, mesmo
que haja um tnico vinculo, e repassados como segundo argumento do comando simplify.
Por exemplo, queremos calcular o valor de a* + b* + ¢* com a, b e c satisfazendo as
seguintes equacoes: a +b+c=3, a2+ +c2=9eca®+ b+ =24

> vinculos := {a+b+c=3, a"2+b"2+c"2=9,a"3+b"3+c"3=24};

vinculos == {a+b+c=3,a*> +b°+* =9, a* +b° + & = 24}
> simplify(a~4+b~4+c~4, vinculos);
69

Outro exemplo de aplicacao do comando simplify com viculos é na substituicao de
dois termos de um produto por um nimero. Por exemplo, queremos queremos substituir
a b por 10 na expressao a b c:

>  expr := axbxc;

expr :==abc
> subs( axb=10, expr);
abce
Podemos ver que nao funcionou. Agora, usando o comando simplify com vinculos:
> simplify( expr, {axb=10});
10¢

E possivel também dizer ao comando simplify que as variaveis obedecem as certas
restri¢oes, que sao as mesmas usadas no comando assume. Por exemplo, a raiz quadrada
do produto de varios termos sé é o produto das raizes quadradas se os termos forem
reais e positivos. Vejamos:

> expr := simplify(sqrt(x"2xy~2));

expr = \/x2y?

> simplify(expr, assume=nonneg);

zyY
A opgao assume=nonneg faz com que todas as varidveis sejam declaradas temporaria-
mente como varidveis nao negativas. No caso da expressao acima, temos outra forma de
obter o mesmo resultado:

> simplify(expr, symbolic);

Ty
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Algebra Linear

4.1 Introducao

Os comandos de Algebra Linear formam um pacote chamado LinearAlgebra, que deve
ser carregado com o comando with:

> restart;

> with(LinearAlgebra):

Normalmente, terminamos o comando de carregar pacotes com dois pontos para que
suas func¢oes nao sejam mostradas, especialmente com relagao ao pacote LinearAlgebra
pois ele possui um quantidade bem grandes de fungoes. Para ter acesso a lista das
funcoes do pacote e suas respectivas paginas de ajuda, devemos dar o comando
?LinearAlgebra. Vamos comecar vendo como definir matrizes.

4.2 Definindo uma Matriz

O principal comando para definir matrizes é Matriz. Por exemplo
> A := Matrix( [ [1,2], [3,4], [5,6] 1 );

1 2
A:=13 4
5 6
> B := Matrix( [ [a,b], [d,e]l 1 );
a b
B =
d e

Podemos fazer agora operacoes algébricas com as matrizes A e B:
> A+ A;

20
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_ , 4_
6 8
10 12
> 3%A; i i
3 6
9 12
15 18
> A . B;

a+2d b+2e
3a+4d 3b+4e
5a+6d bb+6e

Note que usamos o produto usual “*” para multiplicacdo por escalar, e usamos a
multiplicagdo nao-comutativa “.” para produto de matrizes. O produto comutativo nao
pode ser usado para matrizes

> A * B;

Error, (in rtable/Product) invalid arguments

Podemos também elevar uma matriz a um ntmero inteiro. A potenciagao por um
nimero negativo quer dizer a inversao da matriz, e subsequente potenciacao pelo
moédulo do ntmero.
> inv_B := B~ (-1);
€ b
ae—bd ae—bd
d a
ae—bd ae—bd

mv_B =

Vamos testar se inv_B é o inverso de B
> inv_B . B;

ea bd
ae—bd ae—0bd

ea bd

0 ae—bd ae—bd

Para simplificar cada elemento da matriz é necessario usar o comando Map
> Map(simplify, %);
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Podemos modificar um elemento da matriz da seguinte forma
> A[2,1] := alpha;
1427 1 .=«

> A;

Quando uma matriz tem uma regra de formacgao, é possivel repassar esta regra como
terceiro argumento do comando Matriz. Os dois primeiros argumentos devem ser as
dimensoes da matriz. Vamos definir uma matriz de dimensao 3z4, onde o elemento
<i,7> é dado por f

> Matrix(3, 4, (i,j) —> i/3);

1 1 17
1 = = =
2 3 4
2 1
21 - =
3 2
3 3
3 - 1 -

L 2 4 |

Uma notagao mais economica para definir matrizes ou vetores é

> C := < <alpha, beta> | <gamma,delta> >;
a7y
C .=
G 0
As linhas sao separadas pela barra vertical —, e cada linha deve ficar dentro de < ...

>. Veja mais detalhes em ?M Vshortcuts. Duas operagoes usuais com matrizes sao o
calculo do trago, matriz transposta e posto.

> Trace(C);
a+o
> Transpose(C);
a 3
v o

> Rank(C);
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4.3 Matrizes Especiais

Existem varias matrizes especiais que sao usadas com frequéncia em Algebra Linear.
Muitas delas tém comandos especificos para gerd-las. Os comandos para definir
matrizes especiais sao

BandMatriz, BezoutMatriz, CompanionMatriz, ConstantMatriz,
DiagonalMatriz, GenerateMatrixz, GivensRotationMatrix,
HankelMatrixz, HilbertMatrix, HouseholderMatriz, IdentityMatrix,
JordanBlockMatrix, RandomMatrix, ScalarMatriz, SylvesterMatrix,
ToeplitzMatriz, VandermondeMatriz, ZeroMatrix.

Na maioria dos casos, podemos prever o que o comando faz pelo nome. Por exemplo,
para definir uma matriz nula 4x4

> ZeroMatrix(4);

o o o O
o o o O
o o o O
o o o o

O comando DiagonalMatrixz cria matrizes diagonal em blocos. A entrada deve ser uma
lista de matrizes ou escalares.

> DiagonalMatrix([A,B,1]);

(@] (@] (@] ot Q
@] @] e} D P~ [\
IS (]
> O ] e}
— o (e} [aw] (] e}

O comando GenerateMatriz é usado para construir uma matriz a partir dos
coeficientes de um sistema de equacoes lineares. Considere o seguinte sistema

> eqs := [ 3xa + 2%xb + 3*%c - 2*d = 1,
> a+b+c=3,

> a+2xb+c-d=21:

>

vars := [ a, b, ¢, d ]:

Vamos fazer a seguinte atribuicao dupla
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> A,v := GenerateMatrix( eqs, vars );
3 2 3 =2 1
Av=|111 0],]3
1 21 -1 2

Note que tanto A

> A;
3 2 3 =2
1 11 0
1 21 -1
quanto v
> v,
1
3
2

foram atribuidos pelas repectivas matrizes. A equagao matricial correspondente ao
sistema de equagoes pode ser obtida da seguinte forma usando o comando Vector
> A . Vector(vars) = v;

3a+2b+3c—2d 1
at+b+c =13
a+2b+c—d 2

A opcao augmented=true é uma forma alternativa de usar o comando GenerateMatrix

> B := GenerateMatrix( eqs, vars, augmented=true );
3 2 3 =21
B:=]111 0 3
121 -1 2

Nesse caso podermos repassar o resultado diretamente para o comando LinearSolve
> LinearSolve(B);

1 13, |
2

134
3
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A variavel _t33 é um parametro livre da solugao.

O comando RandomMatriz serve para gerar matrizes randomicas. Vamos gerar uma
matriz randomica triangular com elementos inteiros no intervalo 1..10.

> randomize():

> RandomMatrix(4,4,generator=1..10,outputoptions=

> [shape=triangular [upper]]);

10 3 10 4
07 95
00 91
00 0 2]

O comando randomize( ) usa a hora corrente como semente para o algoritmo de
randomizacao. Vamos passar agora para importantes comandos do pacote.

4.4 Autovalores e Autovetores

Os comandos relativos a célculo de autovetores e autovalores sao

CharacteristicMatriz, CharacteristicPolynomial, Eigenvalues,
FEigenvectors, MinimalPolynomial.

Vamos definir uma matriz
> A := Matrix( [[0,1], [epsilon,0]] );
0 1

e 0

A=

O comando Figenvectors fornece uma sequéncia de 2 elementos, o primeiro corresponde
aos autovalores, e o segundo corresponde aos autovetores

> val,vec := Eigenvectors(A);
1

1
- —
val, vec := Ve , Ve Ve
—VeE 1 1

Vamos selecionar o primeiro autovetor:
> vl := vecl[l..2,1];

vl =

—_ g\H
Q)
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e vamos confirmar que v1 de fato é o autovetor correspondente ao primeiro autovalor
> simplify(A . vl - val[1l]lxvl, symbolic);

0
0

O comando simplify( ..., symbolic) deve ser usado pois multiplicamos uma expressao
nao numérica ao autovetor vl. Observe que o comando simplify sem a opgao symbolic
nao simplifica como desejado

> simplify(val[1]x*v1l);

B
N

no entanto com a opgao symbolic
> simplify(val[1]*vl, symbolic);

1
NG

Uma maneira alternativa de separar os diversos autovalores é usar a opcao output=list

> vec := Eigenvectors(A, output=list);
1 1
vee 1= \/ga 17 \/g ) _\/Ea 17 \/g
1 1

Neste caso a saida é uma lista de listas com o autovalor, sua multiplicidade e o
conjunto de autovetores correspondentes. O conjunto tem mais de um elemento quando
o autovalor é degenerado. O primeiro autovetor é selecionado da seguinte forma

> vec[1][3][1];

NG
1

onde vec[1][3][1] deve ser lido da seguinte maneira. vec[l] é a primeira componente da
lista vec. vec[1][3] é a terceira componente da lista vec[1]. vec[1][3][1] é o primeiro
elemento do conjunto vec[1][3] . O polindémio caracteristico é obtido com o comando
CharacteristicPolynomial:
> CharacteristicPolynomial (A,x);
T’ —¢
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O polinomio minimo ¢ obtido com o comando MinimalPolynomial:
> MinimalPolynomial(A,x);

.%'2—6

O polinomio minimo ¢ igual ao polinomio caracteristico se todos os autovalores forem
diferentes (multiplicidade 1), como é o caso acima.

4.5 Manipulacao Estrutural de Matrizes

Os principais comandos para manipulagao estrutural com matrizes sao

DeleteRow, DeleteColumn, Dimension, RowDimension, ColumnDimension, Map,
Row, Column, RowOperation, ColumnOperation, SubMatriz, Zip.

A maioria dos nomes dos comandos acima falam por si s6. As terminagoes ou prefixos
Row e Column se referem a linha e coluna, respectivamente. Todos os comandos com
prefixo Row tém seu equivalente com prefixo Column. O comando RowDimension, por
exemplo, fornece o ntimero de linhas da matriz enquanto que ColumnDimension fornece
o numero de colunas da matriz. Vejamos alguns exemplos dos comandos desta secao.

> A := Matrix(2,3, (i,j) -> Lambdallillj);

A1l A12 A13
A21 A22 A23

A=

> B := Matrix(2,3, (i,j) -> lambdallillj);
A1l A12 A13
A21 A22 \23

Podemos juntar as matrizes A e B lateralmente
> M1 := Matrix([A,B]);
I A1l A12 A13 A1l A12 A13
C | A2 A22 A23 A21 A22 A23

ou verticalmente
> M2 := Matrix([[A], [B]]);

A1l Al12 A13
A21 A22 A23
M2 =
ALl 212 A13
I A21 A\22 A23 |
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Podemos extrair uma sub-matriz de uma matriz com o comando SubMatriz
> M3 := SubMatrix(M2,2..3,1..3);

A21 A22 A23
ALl A12 A13

M3 =

Podemos multiplicar uma determinada linha de uma matriz por um escalar:
> RowOperation(M3,2,10);

A21 A22 A23
10A11 10A12 1013

Podemos apagar uma ou mais linhas com o comando Delete Row.
> DeleteRow(%,1..1);

1011 10A12 10A13

O comando Zip ¢ equivalente ao comando zip . O comando zip com z minusculo atua
basicamente em listas enquanto que Zip com Z maitsculo atua em matrizes. Vejamos
um exemplo.

> zip( (x,y) > {x,y}, A&, B);
{A11, A11} {A12, A12} {A13, A13}
{A21, A21} {A22, A22} {A23, A23}

O primeiro argumento do comando Zip deve ser uma funcao com 2 argumentos. Os
valores de z (primeiro argumento) sdo as componentes da matriz A, enquanto que os
valores de y (segundo argumento) sdo as componentes da matriz B. Se A e B tém a
mesma dimensao, o resultado sera uma nova matriz com a mesma dimensao. Se elas
tem dimensoes diferentes, a dimensao da matriz resultante vai depender de parametros
adicionais do comando Zip. Veja o help on line neste caso.

4.6 Calculo Vetorial

Os vetores linha sao criados pelo comando Vector.
> vl := Vector([a,b,c]);

vl

I
S8
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Por default, o vetor coluna é criado, o equivalente vetor linha é obtido com o comando
> vla := Vector[row] ([a,b,c]);
vla = [a, b, |

Pode-se usar uma funcao para calcular cada elemento do vetor.
> v2 := Vector(3, n—->x"n);

As operagoes aritméticas sao realizadas usando os operadores usuais de soma e
multiplicacao.
> vl + v2;

a+x
b+ 22

c+ a3

> 2%vl;
2a
20
2c

A multiplicagao por um coeficiente simbdlico nao é executado automaticamente.
> alphaxvli;

O comando simplify(..., symbolic) é necessario para especificar que o coeficente é um
escalar.

> simplify(alpha*vl,symbolic);
aa

ab
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Uma forma alternativa é
> simplify(alpha*vl,assume=scalar);

aa

ab

ac

Os principais comandos do pacote LinearAlgebra relacionados com vetores sao:

CrossProduct, Dimension, DotProduct, 1sOrthogonal, MatrizVectorMultiply,
Norm, Normalize, UnitVector, VectorAngle, Zip.

Vamos ver exemplos de alguns deles. O produto escalar é calculado com o comando
DotProduct.
> DotProduct (vi1,v2);

(@) + (b) 2* + (c) 2

Se v1 for um vetor coluna, o produto escalar sera calculado usando o complexo
conjugado de v1, como ¢ o caso acima. Se vI for um vetor linha, o produto escalar sera
calculado usando o complexo conjugado de v2.

> DotProduct(via,v2);

@ a+ @) b+ (@) c

Note que em qualquer caso nao importa se v2 seja vetor linha ou vetor coluna. Para
evitar o uso de complexo conjugado deve-se usar a opgao conjugate=false.
> DotProduct(vl,v2,conjugate=false);
ra+z2b+ 3¢

O produto exterior ou produto vetorial é calculado com o comando CrossProduct.

> v3 := CrossProduct(v1,v2);
ba? — ca?
v3 = | cx—aa?
ar? —bw

Por defini¢ao, o vetor v3 é ortogonal a v1 e v2, como podemos facilmente verificar.
> simplify(DotProduct(vl,v3,conjugate=false));
0

> simplify(DotProduct(v2,v3,conjugate=false));
0
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Ou de forma andloga, podemos verificar que o angulo entre vI e v3 ¢ 7.

> simplify(VectorAngle(vl,v3,conjugate=false));
1

- T

2

O modulo de um vetor é calculado pelo comando Norm com a opcao Fuclidean.

> Norm(vl,Euclidean);

Vial + 1% + |cf?

O valor default da segunda opcao é infinity. Neste caso a norma é definida da seguinte
maneira:

> Norm(vl,infinity);

max(la| , [c], [b])

ou seja, o resultado é o valor em moédulo da maior componente.

Um vetor pode ser normalizado com o comando Normalize. Como exemplo, vamos
definir um vetor nao normalizado e em seguida normalizé-lo.

> v4 =<1, 2, 3 >;

1
v4 = | 2
3
> Normalize(v4,Euclidean);
. 3
— /14
14
1
—1/14
7
3
—\V 14
L 14 ]

Naturalmente, o médulo do ultimo resultado deve ser 1.

> Norm(%,Euclidean);
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Note que a opgao Fuclidean deve aparecer explicitamente em todos os calculos
envolvendo mdédulos de vetores.

Os comandos para calcular gradiente, divergente, rotacional e laplaciano infelizmente
nao foram transpostos para o pacote LinearAlgebra (pelo menos nao na versao 6).
Nesse caso ¢é necessario usar o antigo pacote linalg. A primeiro tarefa é carregar o
pacote.

> with(linalg):

Os comandos em questao sao grad, diverge, curl e laplacian. Estes comandos devem ter
no minimo dois argumentos, onde o primeiro é uma funcao, ou melhor, uma expressao
que depende de certas varidveis, e o segundo uma lista de variaveis que representam as
coordenadas. O sistema de coordenadas default é o sistema cartesiano. Vamos dar uma
apelido para a expressao f(z, y, 2), e calcular o gradiente, divergente o laplaciano desta
funcao.

> alias(f=f(x,y,z));

f
> v:=[x,y,z]; # lista das coordenadas
vi= [z, y, 2]

> grad(f,v);

0 0 0

[% f7 a_y f7 & f?|
> diverge(%,v);

0? 0? 0?

(@ )+(8—y2 )+(@ )

> laplacian(f,v);
0? 0? 0?
(@ )+(8—y2 )+(@ )

O rotacional deve ser aplicado a uma fungao vetorial. Assim, vamos dar apelidos para
g(z, y, 2) e h(z, y, g).
> alias(g=g(x,y,z),h=h(x,y,2));
[ 9, h

> curl([f,g,h],v);

(510 = (). (g )= (G . (59 = (5 )

Podemos confirmar que o divergente do rotacional é zero:
> diverge(%,v);
0
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e, da mesma forma, confirmar que o rotacional do gradiente é o vetor nulo:
> curl(grad(f,v), v);
0, 0, 0]

Todas estas operacoes podem ser feitas em sistemas de coordenadas nao-cartesianos.
Vamos ver um exemplo de célculo de gradiente no sistema de coordenadas esféricas:
> f1 := r~2*sin(theta)*cos(phi);
f1 == r?sin(6) cos(o)

> v:= [r, theta, phil;
vi=1r, 0, ¢

> grad(f1, v, coords=spherical);

[27sin(0) cos(¢), rcos(f) cos(p), —rsin(e)]

Além de coordenadas cartesianas, esféricas e cilindricas que sao as mais utilizadas, o
Maple conhece mais de 40 sistemas de coordenadas em 2 e 3 dimensoes. Para ter
acesso a lista completa destes sistemas, pedimos ajuda da forma ?coords.
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Graficos

5.1 Introducao

Vamos ver alguns exemplos de graficos. Considere a seguinte expressao como uma
funcao de x.
> F := exp(-x"2)*sin(4*Pixx) ;
F = gin(4n )

O seu gréfico no intervalo [—2 .. 2] é
> plot(F, x=-2..2);

Vamos agora fazer o grafico de F' junto com as envoltérias. A curva F' em preto e as
envoltérias em vermelho. Devemos colocar as fungdes em uma lista (colchetes
quadrados) com as cores correspondentes na opgao color.

> plot( [F, exp(-x~2), -exp(-x~2)], x=-2..2, color=[black,red,red]);

34
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Vamos fazer o grafico de duas superficies que tém intersegao. Note que usamos o
comando plot3d no caso de graficos em 3 dimensoes e plot no caso de 2 dimensoes.
> plot3d({cos(sqrt(x"2+3*y~2))/(1+y~2/8), 2/15-(2*x~2+x~2)/50},
> x=-3..3, y=-3..3, grid=[41,41], orientation=[-26,71],

> title=‘Superficies com intersecao‘);

Superficies com intersecao
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Os comandos seguintes fazem o grafico de um toro cujo centro estd na posicao [1, 1, 1]
com raio 5 e com raio de meridiano 3. Nesse caso vamos usar um comando especial do
pacote plottools.

> T := plottools[torus] ([1,1,1], 3, 5):

> plots[display] (T, scaling=constrained, style=HIDDEN,

> axes=boxed, color=black);
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Além do pacote plottools, vamos explorar o pacote plots, que contem os principais
comandos para fazer graficos em 2 ou 3 dimensoes..

5.2 Graficos em 2 Dimensoes

5.2.1 Introducao

A sintaxe para gerar graficos em 2 dimensoes é:

plot( f(x), x = a .. b, opcoes)

onde f(x) é uma funcdo de uma variavel e a..b é o intervalo de variacao da variavel .
As opcgoes sao da forma:

nome da opcao = tipo da opcao

A lista completa dos nomes das opgoes e seus tipo pode ser obtida através do help on
line com o comando ?plot,options.

As opcoes servem para se obter os efeitos desejados em cada grafico. Vamos ver alguns
exemplos com varios tipos de opcoes. Primeiro, vamos definir a funcao esférica de
Bessel a partir da funcao cilindrica de Bessel:

> j := (n,x) -> sqrt(Pi/(2xx))+*BesselJ(n+1/2,x);

1
ji=(n,z)— ) g BesselJ(n + 37 x)

Agora, vamos fazer o grafico da funcao de ordem zero com o titulo “Funcao Esférica de
Bessel”, com o nome “j(0,x)” no eixo vertical e controlando o niimero de marcagoes no
eixo T e no eixo y:

> plot(j(0,x), x=0..15, “j(0,x)‘=-0.5..1, xtickmarks=4,

> ytickmarks=6, title=‘Funcao Esferica de Bessel‘);



5.2. GRAFICOS EM 2 DIMENSOES 37

Funcao Esferica de Bessel

0.8

06
(B
0.4

0.2-

—0.2-

—0.45

Em vérias situagoes, as opcoes sao necessarias, pois sem elas, o gr afico pode ficar
ilegivel. Por exemplo, o grafico da funcao tangente sem opcoes:
> plot( tan(x), x=-Pi..Pi);

B2 7 t r2 3
5 -
~500 -
~1000 -
~1500 -

Aqui, precisamos da opc¢ao que limita o intevalo do eixo vertical:
> plot( tan(x), x=-Pi..Pi, -10..10);
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Vejamos outro exemplo. O grafico da funcao a fungao x + sin(2 7 x) deve apresentar 50
maximos no intervalor x = 0 .. 50. Porém, vejamos o resultado:
> plot(x+sin(2*Pix*x),x=0..50);

50
40°
30%
20

10

Este é um caso em que a opcao numpoints é necessaria. O nimero de pontos default
(50) nao foi suficiente para este caso:
> plot(x+sin(2*Pi*x) ,x=0..50,numpoints=1000) ;
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50
40
30%
zo—f

10

0" 10 20 x 3 40 50
Agora, vamos ver outros tipos de gréaficos em 2 dimensoes.

5.2.2 Graficos de Funcoes Parametrizadas

A sintaxe dos graficos de fungoes parametrizadas é:

plot( [z(t), y(t), t = a .. b], op¢oes)

onde as opcoes sao da mesma forma do comando plot usual. A lista completa pode ser
obtida com o comando #plot,options.

Como exemplo, vamos fazer um espiral:

> plot([txcos(2xPixt), t*sin(2#Pixt), t=0..10],
> scaling=constrained, axes=none);

Note que sem a opc¢ao scaling=constrained figura teria um formato elitico.
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5.2.3 Graficos em Coordenadas Polares

A sintaxe dos graficos de fungoes em coordenadas polares é:
polarplot( r(theta), theta = a .. b, opgdes)

onde as opcoes sao da mesma forma do comando plot usual. A lista completa pode ser
obtida com o comando ?plot,options.

E possivel também fazer graficos em coordenadas polares parametrizados. A sintaxe é:
polarplot( [r(z), theta(r), x = a .. b], opgbes)

Como exemplo, vamor fazer o grafico da figura conhecida por Cocheloid.
> plot( [sin(t)/t, t, t=-6%Pi..6%Pi], coords=polar,
> title=‘Cochleoid‘);

Cochleoid

5.2.4 Graficos de Funcgoes Continuas por Partes

As funcgoes continuas por partes sao definidas com o comando piecewise. As funcoes
definidas desta forma podem ser diferenciadas e integradas. Por exemplo, vamos definir
uma funcao cujo grafico tem a forma de uma barreira. A fungao é descrita por:

-1 z< -1
f(x):{l r <1

-1 1<z

Assim, podemos usar o comando piecewise da seguinte forma:
> F := piecewise( x<-1,-1,x<=1,1,-1);

-1 < -1
F .= {1 r<1
—1 otherwise

> plot( F, x=-3..3, -2..2, scaling=constrained);
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(e

2

Observe que as descontinuidades do grafico foram unidas por retas verticais. Estas
retas podem ser eliminadas com a opc¢ao discont=true:

> plot( F, x=-3..3, -2..2, scaling=constrained,

> discont=true, color=black);

2

(e

5.2.5 Graficos de Pontos Isolados

Podemos fazer graficos de pontos isolados com a opcao style=point:
> plot( sin, 0..2*%Pi, scaling=constrained, style=point,
> numpoints=5);

41
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Quando atribuimos um gréafico a uma variavel, podemos ver quais pontos o Maple
escolheu para gerar o grafico em questao.
> sin_plot := %;

sin_plot := INTERF ACE_PLOT(CURV ES([[0.,0.],
[[102716668893423791, .102536141786977023],
[.205433337786847582, .203991404898633294],
[.308150006680271372, .303296304678287720

[[410866675573695161, .399404024397164936
[.616300013360542742, .578019850839916250],

I

]
I
]
]

[5.88278669634446150, —.389785456253492146]

[5.98288634591334656, —.295805802057080624],

[6.08208599548223074, —.198864665580834348]

[6.18308564505111490, —.999325803838139876¢ — 1],

[6.28318529461999998, —.125595865048264204¢ — 7)),

STY LE(POINT), SCALING(CONSTRAINED), COLOUR(RGB,0,0,0),
AXESLABELS("”,””),VIEW (0. .. 6.283185308, DEF AULT))

Estes pontos nao sao igualmente espagados, pois nas regioes onde a curvatura do gréafico
¢ maior, o Maple escolhe mais pontos, como podemos verificar no grafico anterior.
Vamos fazer os mesmo grafico, porém vamos nés mesmos escolher os pontos de forma
que fiquem igualmente espacados. Vamos gerar estes pontos com o comando seq:

> sin_points := seq(evalf ([2%¥Pi*i/30,sin(2%Pi*i/30)],3),

> i=1..30);

sin_points := [.209,.207], 418, .406], [.628, .588], [.838, .743], [1.05, .865], [1.26, .952].
[1.47,.995], [1.67, .995], [1.88, .952], [2.09, .865], [2.30, .743], [2.51, .588], [2.72, .406],
[2.93,.207], [3.14, 0., [3.36, —.207], [3.55, —.406], [3.77, —.588], [3.99, —.743),

[4.18, —.865], [4.40, —.952], [4.62, —.995], [4.80, —.995], [5.02, —.952], [5.24, —.865],
[5.43, —.743), [5.65, —.588], [5.87, —.406], [6.06, —.207], [6.28, 0.]
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Vamos colocar a sequéncia de pontos em uma lista, e fazer o grafico com a opgao
style=points:
> plot([sin_points], scaling=constrained, style=point);

b
051 .

Vejamos outro exemplo:
> pontos := seq([ i, ithprime(i) ],i =1..10);
pontos == [1, 2], [2, 3], [3, 5], [4, 7], [, 11], [6, 13], [7, 17], [8, 19], [9, 23], [10, 29]

> plot( [pontos], style=point);

25
20
151

101

Sem a opgao style=point, os pontos sao unidos por retas:
> plot( [pontos]);
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251
20
151

101

5.2.6 Graficos de Funcgoes Definidas Implicitamente

Vejamos um exemplo:
> with(plots):
> implicitplot(x~2-x+1/4+y~2-y+1/4=1,x=-1..2,y=-1..2,
> grid=[30,30], color=black);

1.5i

051

5.3 Graficos em 3 Dimensoes

5.3.1 Introducao

A sintaxe dos graficos em 3 dimensoes é:

plot3d( f(x,y), * = a .. b, y = c .. d, opgoes)

onde f(x,y) é uma fun¢ao de duas varidveis, a .. b é o intervalo para o eixo e ¢ .. d
é o intervalo para o eixo y. As opg¢oes sao da forma

nome da opcao = tipo da opcao
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45

A lista completa dos nomes das opcoes e seus tipo pode ser obtida através do help on

line com o comando ?plot3d,options. Vejamos alguns exemplos:
> plot3d( cos(x*y), x=-3..3, y=-3..3, grid=[49,49],
> axes=boxed, scaling=constrained, shading=zhue);
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5.3.2 Graficos de Funcoes Parametrizadas

A sintaxe dos graficos de fungbes parametrizadas em 3 dimensoes é:

plot3d( [z(t,s), y(t,s), z(t,s)], t = a .. b, s = c .. d, opcoes)

onde as opcoes sao da mesma forma do comando plot3d usual. A lista completa pode
ser obtida com o comando ?plot3d,options. Note que a lista nao inclui o intervalo das
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variaveis ¢ e s, como ocorre no comando equivalente em 2 dimensdes. Vamos ver um
exemplo:

> plot3d([ sin(t), cos(t)*sin(s), sin(s) ], t=-Pi..Pi,

> s=-Pi..Pi);

5.3.3 Graficos em Coordenadas Esféricas

A sintaxe dos graficos de fungoes em coordenadas esféricas é:
sphereplot( r(theta,phi), theta = a .. b, phi = c .. d, opgdes)

E possivel também fazer graficos de fungoes em coordenadas esféricas parametrizadas.
A sintaxe é:

sphereplot( [r(t,s), theta(t,s), phi(t,s)], t = a .. b, s = c .. d, opgcoes)

O comando sphereplot esta dentro do pacote plots. Vamos ver um exemplo do primeiro
caso:

> with(plots):

> sphereplot(1l, theta=0..Pi, phi=0..2%Pi,

> scaling=constrained);

5.4 Exibindo varios Graficos Simultaneamente

Para exibir dois ou mais gréaficos simultaneamente, podemos usar o comando plot ou
plot3d colocando as expressoes de cada grafico dentro de uma lista, isto é, entre
colchetes, ou em um conjunto, isto é, entre chaves. Vimos um exemplo no inicio deste
capitulo. Desta forma, todas a opgoes usadas serao comuns a todos os graficos. Para
fazer graficos com opgoes diferentes e mostra-los na mesma tela, temos que tomar outro
caminho. Cada grafico deve ser feito independentemente e atribuido a uma variavel.

Este comando de atribuicao deve ser terminado com dois pontos “:”. Para mostrar os
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graficos juntos, devemos usar o comando display ou display3d, dependendo se forem
graficos em 2 ou 3 dimensoes. As variaveis devem ser colocadas dentro de uma lista ou
um conjunto. Estes comandos estao dentro do pacote plots. Vejamos um exemplo:

> with(plots):

> G1 := sphereplot(l, theta=0..Pi, phi=0..2%Pi):

> G2 := cylinderplot(1/2, theta=0..2%Pi, z=-2..2):

> display([G1,G2], scaling=constrained);

Para ver um dos graficos isoladamente, basta avaliar a variavel onde o gréfico foi
guardado. Por exemplo, para ver a esfera:
> G1;

5.5 Animando Graficos em duas ou trés Dimensoes

Além de permitir fazer graficos numa mesma tela simultaneamente, o Maple permite
que varios graficos sejam exibidos em sequéncia, gerando o efeito de animacao de
graficos. Para fazer animagao de graficos em coordenadas cartesianas com todas as
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opcgoes em comum, podemos usar os comandos animate e animate3d. Vejamos um

exemplo:
> with(plots):

> animate( sin(2*Pix(x+t)),x=0..1,t=0..1,frames=12);
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Para disparar a animagao devemos clicar no grafico e depois na tecla play. O comando
animate gera tantos graficos quanto for o valor da opcao frames. Os valores que a
variavel t assume, depende do valor de frames. No caso acima, ¢ assumiu os valores
t=0,1= 1—11 et= % et = 1. Observe que t assumiu 12 valores, sendo que o valor
t=0et=1geram o mesmo grafico. Isso faz com que a animagao tenha sempre uma
rapida parada quando um ciclo se completa. A maneira de evitar isto, é tomar o

. 4 11
intervalo para t de 0 até 3.

Para fazer a animacao de outros tipos de graficos sem ser em coordenadas cartesianas,
temos que usar um método mais elaborado. Cada grafico deve ser feito
independentemente e atribuido a uma variavel. Cada comando de atribuicao deve ser

«@,”

terminado com dois pontos

:”. Para mostrar os graficos em sequéncia, devemos usar o



mesma animacgao anterior sem usar o comando animate:

1
t
isplay({seq
0

TR
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> display( [seq(P[i],i=1..6)], insequence=true);
> # para ver em sequéncia

5.6 Colocando Textos em Graficos

Os comandos usuais de gerar graficos colocam uma série de textos no gr afico. Este é o
caso do nome das coordenadas, do titulo do grafico entre outros. Podemos escolher as
fontes através das opcgoes font, titlefont, axesfont e labelfont. Porém, para modificar a
posicao destes textos, é necessario proceder de outra forma. Devemos usar os comandos
textplot e textplot3d, que tém as seguintes sintaxe:

textplot( [coord-x, coord-y, ‘texto’] )

textplot3d( [coord-x, coord-y, coord-z, ‘texto’] )

onde coord-z ¢ um nuimero especificando a posi¢ao =z do centro do texto. O mesmo com
relacao a coord-y e coord-z. Estes comandos geram um grafico com o texto desejado na
posi¢ao especificada. Com o comando display ou display3d juntamos estes
graficos-textos com o grafico das fungoes em questao.

Vejamos um exemplo de composi¢ao de varios graficos-textos. Cada gr afico sera
atribuido a uma variavel e os comandos serao terminados com dois-pontos para evitar
que informagoes desnecessdrias sejam mostradas na tela. Somente o comando display
serd terminado com ponto-e-virgula:

> Gl := textplot([3.83,-0.5, ‘Primeiro mimimo da‘]):

> G2 := textplot([3.83,-0.6, ‘funcao de Bessel‘]):

> G3 := textplot([3.0,0.8,J(0,x)‘],font=[COURIER,BOLD,12]):
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> G4 := plot(BesselJ(0,x), x=0..12, labelfont=[COURIER,BOLD,12],
> title=‘Funcao de Bessel‘, titlefont=[HELVETICA,OBLIQUE,15]):
> display({G1,G2,G3,G4});

Funcao de Bessel
1+

0.8 J(0, x)
0.6
0.4-
0.2

0 2 4 Q 8 10 12
—0.2
~0.4-

] Primeiro mimimo da
—0.6 - funcao de Bessel

Para exibir letras gregas é necessario usar a fonte symbol.

5.7 Imprimindo Graficos

Para imprimir gréaficos no formato PostScript, temos que modificar o valor da variavel
plotdevice para ps, e direcionar a saida para um arquivo. Isto deve ser feito com o
comando interface:

> interface( plotdevice = ps, plotoutput = "c:/tmp/grafl.ps");

> plot( sin, -2..2);

O gréfico do ultimo comando foi enviado para o arquivo grafl.ps, e pode ser impresso
numa impressora PostScript. Uma maneira alternativa de enviar graficos para um
arquivo ¢ usando o comando plotsetup. Vamos mostrar mais um exemplo, mas nesse
caso vamos tirar a caixa retangular que o Maple coloca no grafico enviado para o
arquivo, e vamos apresentd-lo na orientacao usual (portrait em vez de landscape que é o

default)
> plotsetup(ps, plotoutput = "c:/tmp/grafl.ps",
> plotoptions = ‘portrait,noborder‘);

Para voltar a mostrar o grafico na worksheet novamente, o valor de plotdevice deve ser
modificado para inline ou win:
> interface( plotdevice = inline);

Para imprimir graficos em outros formatos, veja o help on line de plot,device e
interface.
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5.8 Manipulando Graficos

O pacote plottools tem varios comandos para manipulagao com graficos além de
diversos comandos para criar objetos gréaficos. Estes comandos nao mostram o grafico.
O comando display do pacote plots deve ser usado em conjunto. Por exemplo, podemos
criar um cone com a ponta na origem, de raio 1/2 e altura 2 com o comando cone:

> with(plottools);
larc, arrow, circle, cone, cuboid, curve, cutin, cutout, cylinder, disk, dodecahedron, el-
lipse, ellipticArc, hemisphere, hexahedron, homothety, hyperbola, icosahedron, line, oc-
tahedron, pieslice, point, polygon, project, rectangle, reflect, rotate, scale, semitorus,
sphere, stellate, tetrahedron, torus, transform, translate, vrml]

> C := cone([0,0,0], 1/2, 2):

> with(plots):

> display( C );

s
2

em relacao ao eixo y:
> display(rotate( C, 0, Pi/2, 0));

Agora, vamos girar este cone de

//

//

/L7

7052056505 g8 []
V7% o508 gl [

[

e WA



Chapter 6

Calculo Diferencial e Integral

6.1 Funcoes Matematicas

6.1.1 Definindo uma Funcao

O Maple tem uma grande variedade de fungoes definidas internamente, incluindo as
funcoes trigonométricas, hiperbdlicas, eliticas, hipergeométricas, de Bessel e muitas
outras. A lista completa pode ser obtida através do help on line com o comando
Zinifen. Todos os comandos do Maple, como o comando de integracao, de
diferenciacao, de limite, etc., estao aptos a reconhecer estas fungoes e fornecer o
resultado conveniente.

Por maior que seja a lista das funcoes definidas internamente pelo Maple, um usuario
necessita definir suas préprias fungoes, por exemplo, generalizando funcoes ja
existentes. Estas funcgoes definidas pelo usuario serao incluidas na lista das funcoes do
Maple no sentido de que elas também serao reconhecidas pelos comandos de
diferenciacao, integracao, etc., como fungoes vélidas, mas nao serao reinicializadas
automaticamente caso o usudrio saia do Maple ou dé o comando restart.

Para definir uma fungdo no Maple, devemos usar o operador seta (->, isto é, sinal de
. . ) ~ 2., .

menos seguido do sinal de maior). Por exemplo, a funcao f(z) = % +i ¢ definida da

seguinte maneira.

> f = x > (x"2-1)/(x"2+1);
f =T —

2 -1

2+ 1

Podemos avaliar essa funcao em um ponto ou encontrar sua derivada.
> f(1);
0

> simplify( diff(£(x), x) );
x

47
(.TQ + 1)2

93
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A titulo de precaucao, vamos avisar o seguinte. Nao defina uma funcao da forma
> g(x) = x72;
gle) =u

Na forma acima, o maximo que o Maple sabe é que o valor da funcao g no ponto x é
2?. Nada mais. O valor de g no ponto 2? O Maple nao sabe!
> g(2);
8(2)

Para a maior parte dos usuarios, o que foi dito acima é suficiente para se trabalhar com
funcoes no Maple, e portanto o leitor pode pular para a proxima secao. Caso o usuario
enfrente algum problema, ele deve ler o resto dessa secao que tem um grau de
dificuldade acima da média desta apostila. Primeiramente, é importante distinguir
funcao de expressao algébrica. Vejamos primeiro uma expressao algébrica que nao é
uma funcao.

> expr := sin(ax*x);

expr ;= sin(a x)

No comando acima, sin(az) é uma expressao que foi atribuida a variavel f. Nao
podemos considerar f como uma func¢ao de z, pois nao obteriamos o resultado desejado
com o comando f(7):
>  expr(pi);
sin(a x) ()

O resultado desejado era sin(a ). Para obter o valor da funcao sin(ax) em x = T,
temos que usar o comando subs:
> subs(x=Pi, expr);
sin(a )

Para definir uma verdadeira funcdo (e ndo uma expressao algébrica) podemos usar o
comando unapply:
> F := unapply(sin(a*x),x);
F =1z —sin(ax)

Neste caso especificamos que a expressao sin(ax) é uma funcao de x e a é um
parametro. Até agora, o Maple nao tinha condigoes de saber se queriamos uma fungao
na variavel x tendo a como parametro ou vice-versa. Vejamos o que ocorre com esta
nova defini¢ao:
> F(Pi);
sin(a )
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> F(y);
sin(ay)

> F(x);
sin(a x)

Assim podemos obter o valor da fun¢do em um ponto da forma F'(ponto). Podemos
dizer que F' é o nome da fungdo = — sin(a ) enquanto que sin(ax) é uma expressao
algébrica. Vejamos:
> eval(F);
x — sin(a x)

Exitem alguns comandos no Maple que tém fungoes como argumento. Eles nao aceitam
uma expressao algébrica como argumento. Este é o caso do operador D, que s6 atua em
fungoes dando como resultado outras fungoes (a derivada). Por exemplo:
> D(F);
x — cos(ax)a

O comando acima esta com a sintaxe correta. O comando abaixo estd com a sintaxe
errada.
> D(expr);
D(sin(az))

D(sin(ax)) tem a sintaxe errada, pois o operador D estd sendo aplicado a uma
expressao. Vamos comparar com o operador diff. Este atua em expressoes algébricas e
também retorna uma expressao algébrica. Por exemplo:
> diff(F(x), x); # Note que usamos F(x) e nao F.
cos(ax)a

Outro comando perfeitamente valido.
> diff(expr, x);
cos(ax)a

Como vimos acima, uma outra maneira de definir uma funcao é usar diretamente o
operador seta (->). Por exemplo:
> g :i=x ->x"2+1;
g=x— 2 +1

> g(2);
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Esta forma nao é necessariamente equivalente ao comando unapply.

ATENCAO: Quando usar o operador seta (->), a expressao da fungao deve ser dada
explicitamente.

Como consequéncia da chamada de atencao acima podemos afirmar que: “nao podemos
usar % dentro do operador seta”. Veja a seguinte sequéncia de comandos problematica.

> xX72;
72
> fi=x->Y%+ 1;
fi=2x—>%+1
> f(2);

Error, (in f) invalid terms in sum

Como aplicacao destes conceitos, vamos contruir a funcao que dé a soma do MDC com
o MMC de dois nimeros. Por exemplo, consideremos os nimeros 25 e 15. O MDC é 5
e o MMC é 75, de forma que a funcao que queremos definir deve retornar 80, pois
> gcd(25,15) + 1cm(25,15);
80

Vamos construir duas versoes, uma usando o comando unapply e outra usando o
operador seta. Neste exemplo, veremos que é mais conveniente usar o operador seta.
Primeiro, vamos ver as dificuldades que aparecem no uso do unapply. A primeira
tentativa sera:
> F := unapply(gcd(nl,n2)+lcm(nl,n2), nl,n2);
F:=(n1,n2)— 1+ nln2

> F(25,15);
376

Obtivemos o resultado errado. A funcao foi definida de maneira incorreta e o motivo
foi que o comando unapply avaliou os seus argumentos antes de criar a funcao. A
avaliacao de ged(nl, n2) + lem(nl, n2) é 1+ nl n2, como podemos verificar:.
> gcd(nl,n2) + lem(nl,n2);
1+ nin2

A maneira correta de definir esta fungao é:
> F := unapply(’gcd(nl,n2)+lcm(nl,n2)’, nl,n2);
F:=(n1, n2) — ged(ni, n2) +lem(ni, n2)
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> F(25,15);
80

A versao com o operador seta nao sofre deste problema, pois seus argumentos nao sao
avaliados:
> F := (n1,n2) -> gcd(nl,n2) + lcm(nl,n2);
F:=(n1, n2) — ged(ni, n2) +lem(ni, n2)

> F(25,15);
80

Um erro muito comum é tentar definir uma uma fungio da seguinte forma g(zr) := 2,

como alertamos no inicio da secao. O comando
> g(x) = x72;

faz com o Maple guarde na meméria (através da remember table) que o valor da fungao
no pont z é z2. Porém, a fungdo g(x) = 2 para um x genérico nao foi criada, em vez
disso, o Maple criou o seguinte procedimento extremamente rebuscado que é
> eval(g);
r— 2?41

Para os curiosos o que podemos dizer é: a opgao remember associa uma tabela de
recordacao a funcao g. A variavel especial procname se refere ao nome da funcao, que
no caso ¢ g. args ¢ uma variavel especial que se refere aos argumento da funcao numa
chamada real. Note que procname(args) esta entre plics, isso evita uma recursao
infinita. Finalmente, traduzindo para o Portugueés, a fungao g, que a rigor é um
procedimento, nao faz nada, porém tem um valor guadado na sua tabela de recordacao.
Para imprimir a tabela de recordacao

> print(op(4,eval(g)));

table([x = 2%])

6.1.2 Algebra e Composicao de Fungoes (Q e @QQ)

Podemos somar, multiplicar e compor duas ou mais fungoes. Por exemplo, se temos
uma equacao e queremos subtrair o lado direito do lado esquerdo podemos usar a soma
das funcoes lhs e rhs:
> equacao := 2¥y*x + x - 1 = 2*x-5;
equacao :=2yr+x—1=2x—-95
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> (1lhs - rhs) (equacao);
2yr —x +4

O ultimo comando é equivalente a
> lhs(equacao) - rhs(equacao);
2yr —x +4

porém tem um sentido diferente. No primeiro caso, fizemos uma subtragao de fungoes
antes de aplicar ao argumento. No segundo caso fizemos uma subtracao usual de
expressoes algébricas.

Vejamos outros exemplos. Vamos elevar a funcao seno ao quadrado e depois aplicé-lo
ao ponto .

> (sin~2) (Pi/4); # potenciacgio

N | —

O proximo exemplo parece misterioso.
> (1/sin + (x->x"2)*cos) (x); # adicdo e produto

sin(z) + 2° cos(x)

Note que usamos uma funcao anéonima no meio. Outra forma equivalente, porém mais
clara é fazer em 2 etapas.
> F :=x -> x72;

F =z —2°

> (1/sin + Fxcos) (x);
1

sin(z)

+ 2% cos()

Note que cos e sin sao nomes de funcgoes pré-definidas do Maple assim como F' é o
nome da funcao x — z%. Vejamos agora como fazer composicao de funcoes dentro das
algebra de funcoes.

> (gl@g2) (x); # composigédo
gl(g2())

> (g30g3-g3002) (x);
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O simbolo @ é o operador de composigao de fungoes enquanto que F@@n quer dizer
FQF@F... n vezes. Isso explica porque o ultimo resultado é zero. O primeiro
resultado, por sua vez, deu o que é esperado, pois composicao de funcoes é equivalente
a aplicacao sucessivas das fungoes. Vejamos outros exemplos:
> F = x -> a’x;
F:=x—a"

> (Fe@5) (x);

> G :=x > 1/(1+x);

G:=x— !
1+z
> (Gee4d) (x);
1
1
1+ 1
1+ : 1
* 14+
> evalf(subs(x=1,%));
.6250000000

> evalf ((Ge@100) (1)); # razdo aurea (1+sqrt(5))/2
.6180339887

Se o operador @@ for usado com um niumero negativo, o Maple entende que a funcao
inversa deve ser usada:

> (cos@@(-1))(0) = arccos(0);

N | —

6.2 Integral

A integral indefinida de uma expressao pode ser obtida da seguinte forma:
> Int(x/(x"3+1), x); # Forma inerte

x
/x3 +1 dr
>  value(%);

1 1 1 1
—3 In(1+x)+ 6 In(z? —x +1) + 3 \/garctan(g (22 —1)V3)
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Podemos confirmar o resultado da seguinte forma:
> normal (diff(%,x), expanded);

3+ 1

Na integral definida, os limites de integracao devem ser especificados da seguinte forma:
> int(1/x72, x=-1..1);

Podemos ver que o Maple reconhece que ha uma descontinuidade na funcao x—12 dentro
dos limites de integracao e ele calcula corretamente a integral.

O método usado para calcular uma integral definida é exato. Para realizar uma
integracao numérica aproximada, usamos a forma inerte do comando int e depois evalf:
> Int(exp(-2%t)*t*1ln(t), .infinity);

/Ooe(_%) tIn(t) dt
0
> evalf(%);

—.06759071137

O Maple nao resolve automaticamente a seguinte integral.
> Intl := int(1/(3/2%(z"2-1)"(1/2)-3/2*arccos(1/z)) "2x(z"2-1)"(1/2)/z,z);

V2 -1
Intl = / 3 3 T dz
V22—1-2 arccos(—))? z
2 z

Isto nao quer dizer que seja o fim da linha. Vamos fazer a substituicao de varidveis
z — ¢ usando a relacao:

> mnew_var := (z"2-1)"(1/2)-arccos(1/z)=2/3*zeta”(3/2);

1 2
new_var := Vv z? — 1 — arccos(—) = 3 ¢3/2)
2

Vamos usar o comando changevar do pacote student.

> with(student);
[D, Diff, Doubleint, Int, Limit, Lineint, Product, Sum, Tripleint, changevar, completes-
quare, distance, equate, integrand, intercept, intparts, leftbox, leftsum, makeproc, midd-
lebox, middlesum, midpoint, powsubs, rightbox, rightsum, showtangent, simpson, slope,
summand, trapezoid|

> res := changevar(new_var, Intl, zeta);
1

3 (62

| Do

res ‘= —
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O resultado final na variavel z é

> final_res := powsubs(3/2*rhs(new_var)=3/2x1hs(new_var) ,res);
1

1
9v22 — 1 —9arccos(—)
z

final_res := —4

6.3 Séries

O comando para expandir em séries é series. Por exemplo
> series(exp(x), x);

1 1 1 1
1 2 3 4 5 O 6

O primeiro argumento deve ser a fungao a ser expandida, o segundo é variavel. O
terceiro argumento controla a ordem da expansao

> series(exp(x), x, 10);

1 1 1 1 1 1
l+z+-2+-2+ =2+ —2°+ — 2%+

1o, 1
2T T Ty 1207 T720" Thoa0”

9 10
10320 % T 362s0F TOE)

T+

Se o terceiro argumento estiver ausento, o Maple usa o valor da vari avel global Digits,
que por default é 6. O resultado do comando series é uma estrutura especial que deve
ser manipulada pelo proprio comando series. Por exemplo

> coseno := series(cos(x),x);
1 1
=1— =224+ —2* 4+ 02"
coseno 5% +24x—|— ()
> seno := series(sin(x),x);
L 4 1 5
i — O(z"
seno 1= — L +120x—|— (x®)

O comando ezpand nada pode fazer com essas expressoes.

> expand(coseno”2 + seno~2);
1 1 1 1
(1— 3 z® + ﬂx‘* + O(2%)* + (z — 5 z® + an? + 0(2%))?

A forma correta é usar o préprio comando series.

> series(coseno”™2 + seno”2, x);
1+ O(a")

Outro caminho possivel é transformar as expressoes em polinomios da seguinte forma

> convert(coseno,polynom) ;
1 L2 + L
- = —
2 24
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Note que o term O(z°) foi eliminado. Agora os termos de ordem 6 ou superior nao
serao eliminados quando essa expressao for manipulada a menos que voltemos a usar o
comando series.

A série de Taylor para func¢oes de varias variaveis é obtida com o comando mtaylor.

> mtaylor(sin(x"2+y~2), [x,yl, 8);
1 1

2, .2 1 6

Tty 63:

1 1
__24__42__6
¥ & Tyt gy

Nesse caso o resultado ja ¢ do tipo polinomial.

6.4 Séries de Fourier e transformadas

A série de Fourier de uma funcao f(x) é definida como
f(x) = % + 302, (ancos(nx) + b, sin(n x))
onde
a, =+ [T f(z) cos(nx) dx
b, = = [T f(z)sin(n ) dx

O Maple nao tem nenhum comando pré-definido para calcular séries de Fourier. Um
programa para esse fim, baseado nas férmulas acima, é

FourierSeries := proc (expr, x)
> 1local a0, a, b, n, k;
> assume(n,integer);
> a0 := normal(1/Pixint(expr,x = -Pi .. Pi));
> a := normal(1/Pixint(expr*cos(n*x),x = -Pi .. Pi));
> b := normal (1/Pi*int(expr*sin(n*x),x = -Pi .. Pi));
> return eval(subs(n = k,1/2*a0+Sum(a*xcos(k*x)+b*sin(k*x) ,k = 1 ..
> infinity)))
> end proc;

Os comandos proc, local e return sao comandos especiais para procedimentos. O
comando proc comeca um bloco que se fecha no comando end proc. O comando local
define variaveis locais ao procedimento de forma a nao interferir com as variaveis de
mesmo nome utilizadas pelo usudrio. Finalmente, o comando return retorna o valor do
procedimento. Vejamos um exemplo.

> FourierSeries(x"2, x);

1, > (=¥ cos(kx)
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As transformadas de fungbes s@o calculada apds carregar o pacote inttrans (integral
transforms).

> with(inttrans);
[addtable, fourier, fouriercos, fouriersin, hankel, hilbert, invfourier, invhilbert, invlaplace,
invmellin, laplace, mellin, savetable]

Por exemplo, a transformada de Laplace de f(t) = sin(kt) é
> laplace(sin(k*t), t, s);
k

52 4 k2

e a transformada inversa é
> simplify(invlaplace(%,s,t));
sin(kt)
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Equacoes diferenciais ordinarias

7.1 Introducao

O comando dsolve é o principal comando para resolver analiticamente equagoes
diferenciais ordinarias. As paginas do help on line estao bem escritas e muito do que
segue abaixo esta diretamente baseado nelas. A sintaxe do comando dsolve é

dsolve(EDO)
dsolve(EDO, y(z), extra_args)

onde

EDO € uma equacao diferencial ordinaria
y(z) é uma func¢ao indeterminada de um tnica varidvel
ezrtra_args ¢ um argumento opcional que depende do tipo de problema a ser resolvido

Para resolver uma equagao diferencial ordindria com condig¢oes iniciais a sintaxe é
dsolve({ EDO, CI’s}, y(z),

onde CI’s sao as condicoes iniciais. Para resolver um sistema de equagoes diferenciais
ordinérias

dsolve({seq-de_EDOs, CI’s}, {y(z), z(x), ...}, extra_args)
onde

{seq-de_EDOs} é um conjunto de EDO’s
{y(z), z(z), ...} é um conjunto de fungoes indeterminadas de uma tnica variavel

Por exemplo, a equacao diferencial ordinaria nao linear de segunda ordem

> EDO := x"4xdiff(y(x),x,x) + (xxdiff(y(x),x) - y(x))~3 = 0;
2

BDO = a* (555 ¥() + (& (5= ¥(2)) — ¥(x))* =0

64
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¢ integrada explicitamente com o simples comando
> dsolve(EDO);

1
vV=14+_C1 22

)+ _C2)x, y(x) = (arctan(

v(z) = (—arctan( )+ -C2)x

1
V=14 _C1 x2

Observe a presenca das duas constantes arbitrarias _C1 e _C2 em cada solucao. Essa
constantes sao determinadas pelas condigoes iniciais. Por exemplo, se as condicoes
iniciais sao
> CI :=y(1) = 1.3, D(y)(1) = 3.4;
Cl:=y(1)=1.3,D(y)(1) = 3.4

entao a sintaxe nesse caso é
> dsolve( {EDO,CI}, y(x));

y(z) = | —arctan + arctan(—

O sistema nao linear de EDO’s
> sistema := {diff(f(x),x) = g(x),
> diff(g(x),x) = -exp(f(x)),
> diff(h(x),x,x) = gx)/f(x)};

sistema = {% f(x) = g(z), % g(r) = —ef@) % h(z) = %}

é resolvido da seguinte forma
> dsolve(sistema, {f(x),g(x),h(x)});

[{f(:p) - ln(% 3 - %tanh(% vV C3 + % C4VCT) OO, {alx) = % i)},

{h(x) - //% drdr+ _Clx+ _02}

Note que a solugao explicita sé foi dada para a fungao f(z), enquanto que g(x) é
determinada a partir de f(z) ( h(z) a partir de f(z) e g(z)). Para obter a soluc¢ao
explicita de todas as funcgoes, o parametro ezplicit deve ser repassado como terceiro
argumendo do comando dsolve.

A solugao de uma EDO de ordem n (ordem da derivada mais alta) é dita geral se ela
possui n constantes arbitrarias. Se a EDO for linear, a solucao geral fornece todas as
solugdes possiveis. Se a EDO for nao-linear, podem existir solugoes especiais (ditas
singulares) que nao sao obtidas da solugao geral para quaisquer valores finitos das
constantes arbitrarias.
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7.2 Meétodo de Classificacao

Uma das primeiras tentativas do comando dsolve é determinar se a EDO tem uma
forma ja classificada de acordo com os livros da drea, em especial os livros Kamke [6],
Murphy [7] e Zwillinger [8]. As EDO’s de primeira ordem estao classificadas no Maple
como (ver Zodeadvisor,types)

Abel, Abel2A, Abel2C, Bernoulli, Chini, Clairaut, dAlembert, exact, homogeneous, homo-
geneousB, homogeneousC, homogeneousD, homogeneousG, linear, patterns, quadrature,
rational, Riccati, separable

As EDO’s de segunda ordem (ou de outra ordem qualquer) estao classificadas como

Bessel, Duffing, ellipsoidal, elliptic, Emden, erf, exact_linear, exact_nonlinear, Gegen-
baver, Halm, Hermaite, Jacobi, Lagerstrom, Laguerre, Lienard, Liouuville, linear_ODFEs,
missing, Painleve, quadrature, reducible, Titchmarsh, Van_der_Pol

A classificacao de uma EDO é feita com o comando odeadvisor do pacote DEtools.
> with(DEtools,odeadvisor);
[odeadvisor]

7.2.1 EDO’s de ordem 1

Uma EDO de primeira ordem é dita separable se ela tem a forma

9 y(a) = () a(y(2))

A solucao geral é

y@) 1
/f(:c)d:r;—/ doa+_C1 =0

g(-a)
A EDO
> separable_EDO := exp(y(x)+sin(x))x*diff (y(x),x)=1;
separable_EDQO = ¥(@)+sin(@)) (ag y(z)) =1
x

é separavel. Podemos confirmar com o comando odeadvisor.
> odeadvisor(separable_EDO) ;
[-separable]

A solugao é
> dsolve(separable_EDO);

y(z) = ln(/e(_sm(x)) dx + _C1)
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A EDO de Bernoull: é da forma

0

— y(z) = Al) y(2) + B(z) y(2)°

onde A(z) e B(z) sao fungoes de x e ¢ é uma constante. Por exemplo, a EDO
> Bernoulli_EDO := diff(y(x),x)=x*y(x)+y(x)"~(1/2);

‘ 0
Bernoulli_EDO = E y(z) =zy(x) +/y(x)

é do tipo Bernoulli
> odeadvisor (Bernoulli_EDO);
[_Bernoulli]

e tem a seguinte solucao geral
> dsolve(Bernoulli_EDO);

1 1
5 \/Eerf(i x)+ _C1

vl o(—1/4a?)

7.2.2 EDO’s de ordem 2 ou maior

Uma EDO ¢ linear se ela é da forma,
A(x) y(2) + B(x) Zy(z) + C(x) Zry(z) + D(x) Zry(z) + ... = F(x)

onde A(z), B(z), C(x), D(z), ... sao fungoes de z. Se F(xz) =0, a EDO é dita linear e
homogénea. Se os coeficientes forem constantes, dsolve é capaz de achar a solugao geral
da equacgao homogénea. Por exemplo a EDO

> linear_EDO := diff(y(x),x$4) + axdiff(y(x),x$3) +

> bxdiff(y(x),x$2) + cxdiff(y(x),x)+d*xy(x) = 0;
4 3 2

linear_.EDO = (% y(z)) +a (% y(z))+b (% y(z)) + ¢ (% y(x)) +dy(z) =0

tem a seguinte solucao geral
> dsolve(linear_EDO);

y(x) — (1 e(RootOf(%l,indeac:l)x) +_C2 e(RootOf(%l,indew:Q) z) + .09 e(RootOf(%l,mdeac:?;) x)

+ _04 e(RootOf(%l, indez=4) )
%l:=d+c Z+b Z>+a 723+ 7%
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Note que RootOf(- - ) representa as raizes de um polinémio de quarta ordem. Para se
obter o resultado explicito, é necessario dar o comando _EnvEzplicit:=true (veja
?solve). Para EDO’s de ordem maior que 4, em geral ndo é mais possivel expandir as
raizes de forma explicita. Se a equacao nao for homogénea, a solucao geral é a solucao
da parte homogénea mais uma solucao particular. Se os coeficientes dependem de x, a
EDO nao pode ser integrada de forma genérica (veja ?linear_ODFEs para mais detalhes).

Uma ODE ¢ dita missing se ela tem uma das formas
2 3
F (2, Zy(), Z2y(@), Zzy(x), ) =0
ou
0 02 3
F (Y($)7 g}’(ﬁf), Wy(x), m}’(ﬁﬁ% ) =0

No primeiro caso falta a fungdo y(z) e na segunda a variavel x. EDO’s de ordem n do
tipo missing podem sempre ser reduzidas para uma EDO de ordem n — 1. Isso nao
garante a solugao completa a menos que a EDO reduzida possa ser resolvida.

Por exemplo, considere a EDO de segunda ordem do tipo missing (sem y(x) e sem x)
completamente geral.

> missing x_and_y_EDO := F(diff(y(x),x),diff(y(x),x,x)) = 0;

2
missing-zr_and_y-EDO := F(% y(x), % y(z)) =0

Observe que a classificacao indica que a EDO nao é do tipo missing.
> odeadvisor(missing_x_and_y_EDO);
[[-2nd _order, _missing _z]]

Essa EDO pode ser completamente integrada.
> dsolve(missing_x_and_y_EDQ);
1

7
¥(a) = [RootOf <“”“’ -/ RootOf(F(_c, 7)) " ‘01> ot

> EDO := diff(y(x),x,x) = y(x)°5;
82
EDO := o y(x) = y(x)’

A variavel x nao aparece explicitamente nessa EDO.
> odeadvisor (EDO);
[[-2nd_order, _missing_z|, [-2nd_order, _reducible, -mu_z _y1]|
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Para obter informacoes sobre o método de solugao usamos o comando infolevel.
> infolevel [dsolve] :=2:
> res := dsolve(EDO);

Methods for second order ODEs:
Trying to isolate the derivative d~2y/dx"2...
Successful isolation of d~2y/dx"2
—-> Trying classification methods
trying 2nd order Liouville
trying 2nd order, 2 integrating factors of the form mu(x,y)
trying differential order: 2; missing variables
**x*x Sublevel 2 **x
symmetry methods on request
1st order, trying reduction of order with given symmetries: [_a,3*_b]

trying way = HINT

1st order, trying the canonical coordinates of the invariance group
*kkx Sublevel 3 **x*
Methods for first order ODEs:
Trying to isolate the derivative dY/dX...
Successful isolation of dY/dX
-> Trying classification methods
trying a quadrature
trying 1st order linear
1st order linear successful
1st order, canonical coordinates successful
differential order: 2; canonical coordinates successful
differential order 2; missing variables successful

y(z) 1
res::/ -3 d.a—x— _C2 =0,
V3_a% —3_C1

y(z) 1
d.a—x—_C2=0

3
V3 _a® —3_C1

> infolevel[dsolve] :=1:

Observacoes:

1. O comando infolevel[dsolve] := 2 permite que o usuério acompanhe o método
usado no processo de integracao da EDO. No caso acima, o método missing variables
reduz a EDO de segunda ordem para uma EDO de primeira ordem, que ¢é resolvida com
Sucesso.

2. As solugoes estao na forma implicita.

3. As integrais estdo na forma inerte do comando intat (observe que a integral s6
tem o limite superior).

Podemos obter uma solucao explicita se _.C1 = 0. O comando value é necessario para
avaliar a integral inerte.
> sol := solve(value(subs(_C1=0,res[1])),y(x));

[ V2. /(z+_C2)V3 _\/5\/(95—%_02)\@

2¢+2_02 ’ 2¢+2_02

SO
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Podemos confirmar as solucoes.
> odetest(y(x)=sol[1],EDO), odetest(y(x)=sol[2],EDO);
0,0

Muitas EDO’s, que tém funcoes nao elementares como solucao, também estao
classificadas. Por exemplo, as funcoes de Bessel J,(x) e Y, (z) obedecem a seguinte
EDO.

> Bessel_EDO := x"2xdiff(y(x),x,x) + x*xdiff(y(x),x) +

> (x"2-n"2)*y(x) = 0;
0? 0
— 2 (2 _ 2 _p? =
Bessel_EDO = x (8x2 y(z)) +x (&E y(z)) + (2 = n*)y(z) =0
> dsolve(Bessel_EDO);
y(x) = _C1 BesselJ(n, ) + _C2 BesselY (n, z)

A classificacao é

> odeadvisor(Bessel_EDO);
[-Bessel]

A solugao de uma ODE nao é necessarimente a funcao correspondente a classificacao.
A ODE

> erf_EDO := diff(y(x),x,x)+2*xxxdiff (y(x),x)-2*n*xy(x) = 0;
2

erf BDO 2= (2 y(@) + 22 (- y(x)) ~ 2my(a) = 0

¢é classificada como

> odeadvisor (erf_EDO);
[erf]

A funcao erro erf é definida pela integral

2 [Tel=t) dt
— ZJo -~

erf(x) 7

e a fungao erro complementar é definida por erfc(x) = 1 — erf(x). As integrais iteradas
da funcao erro ¢é definida recursivamente por

erfc(n, x) = [erfe(n — 1, t)dt
onde erfc(0, x) = erfe(x).

Podemos verificar que as integrais iteradas da fungao erro complementar é solucao
dessa ODE através do comando odetest.
> odetest(y(x)=erfc(n,x),erf_EDO);
0
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A classificacao nos diz que a funcao erro e correlatas obedecem a ODE erf ODE, porém
a solucao é dada em termos das fungoes de Whittaker.
> dsolve(erf_EDO);

_C1 WhittakerM(—%
1
_C2 WhittakerW(—§ n—
NG

O comando dsolve nao resolve algumas EDO’s pois as fungoes que sao solugoes dessas
equacoes nao estao implementadas no Maple. Por exemplo

> Mathieu_EDO := diff(y(x),x,x) - cos(2*xx)*y(x);
2

Mathieu-EDO := (% y(x)) — cos(2z) y(x)

11
" 7 e

> s0l_EDO := dsolve(Mathieu_EDO);
trying way = 3

[0, ]

trying way = 3

[0, ]

trying way = 5

sol_EDO = y(z) = DESol({(== -Y(z)) — cos(2x) -Y(z)}, {-Y(x)})

porém essa EDO esta classificada como um caso particular das EDQO’s elipsoidais.
> odeadvisor (Mathieu_EDO) ;
[_ellipsoidal]

Note que a solucao é dada pela fungao DESol(EDO, y(z)). Esse resultado pode ser
usado em alguns calculos posteriores como se fosse a prépria solugao explicita. Por
exemplo, se

> f := rhs(sol_EDO);
f = DESol({(~5 Y(x)) — con(2) Y (@)}, {-¥(x)})
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entao
> diff(f,x,x)/f;
cos(2 )

Uma EDO ¢ dita exata (ezact_linear, exact_nonlinear, exact order 1) se

2 3
2F (2, y(2), Z(2), Levla), L), .. )=0.

Se F(zx, y, z, ...) for uma fungao linear em todos os argumentos entao a EDO também é
linear. EDO’s desse tipo podem sempre ser reduzidas de uma ordem. Por exemplo, a
EDO de segunda ordem

> exact_EDO := diff (y(x),x)*(x+diff (y(x),x) "2*exp(y(x)) +

> 2kexp(y(x))*diff (y(x),x,x))=-y(x);

exact_EDQO = (% y(x)) (v + (% y(z))? '@ 4 25 (% v(2))) = —y(2)

é exata, como podemos confirmar com o comando odeadvisor.
> odeadvisor (exact_EDO) ;

[[.2nd_order, _exact, _nonlinear], [ _2nd_order, _reducible, _mu_y _yl1],
[-2nd_order, _reducible, -mu_poly_yn]]

Ela pode ser reduzida para uma EDO de primeira ordem
> sol := dsolve(exact_EDO);
trying way = 3

trying way = 2

trying way = 4

trying way = 5

trying way = 3

trying way = 5
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sol :=y(z) = Db(-a) &Where[{(% b(La))? e + b(a) _a+2_C1 =0},

{-a =2, blea) =y(2)}, {r = -a, y(z) = b(-a)}]

que pode ser selecionada com o seguinte comando
> EDO_reduzida := op([2,2,1,1],s0l);

EDO _reduzida = (% b(La))? e + b(la).a+2_.C1 =0

A EDO reduzida é do tipo patterns.
> odeadvisor (EDO_reduzida);

[y =-G(z,y)]
porém nao pode ser resolvida pelo comando dsolve com _C1 arbitrario.

7.3 Pacote DEtools

7.3.1 Comandos para manipulacao de EDO’s

Os principais comando de manipulacao sao:

DEnormal, autonomous, convertAlg, convertsys, indicialeq, reduceOrder, reqularsp, trans-
late, untranslate, varparam.

O comando reduceOrder reduz a ordem da EDO uma vez conhecida uma ou mais
solucoes particulares para ela. A sintaxe é

reduceOrder(EDO, y(z), solu¢ao_particular, op¢ao)

Por exemplo, a EDO de terceira ordem
> with(DEtools):
> EDO := cos(x)*diff(y(x),x$3)-diff(y(x),x$2) +

> Pixdiff(y(x),x) = y(x)-x;
3 2

BDO 1= cos(x) (g y(@) — (S (@) 47 (5 y(@) = y(a) —

tem como solucao particular a funcao
> f :=x -> x + Pi;

f=r— x4+
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como podemos verificar com o comando odetest
> odetest (y(x)=f(x),EDO);
0

Podemos reduzir essa EDO para uma outra de segunda ordem
> EDO_reduzida := reduceOrder (EDO,y(x),x+Pi);

EDO_reduzida =
82

Sy @)+ (ro+7* =2 y()

0
(cos(x) x 4 cos(z) ) ( () + (—x — ™+ 3cos(x)) (% y
cuja solugao geral nao inclui mais a fungao f(x) = = + 7.

O comando convertAlg converte um EDO linear em uma lista com 2 elementos. Se a
EDO tem a forma

Ary(@) + As (£ y(@) + A3 (Zz y(x)) + .. = f(x)
entao o resultado da aplicacao do comando é
[[Al, AQ, Ag, ], f(l’)]

O comando convertsys converte uma EDO ou um sistema de EDO’s de qualquer ordem
para um sistema de EDQO’s de primeira ordem.

7.3.2 Comandos para visualizacao

Os principais comandos para visualizacao das solugoes sao:
DEplot, DEplot3d, dfieldplot, phaseportrait.

O comando DEplot faz o grafico da solucao de uma EDO qualquer que seja a ordem
(faz o gréfico de direcgdes de um sistema de duas EDO’s de primeira ordem). A sintaxe
para uma EDO é

DEplot(EDO, y(z), z =a .. b, Cl's, y = c .. d, opg¢des)
e para um sistema de duas EDO’s é
DEplot({EDO1, EDO2}, { y(x), z(x)},x =a .. b, CI's,y =c..d, z=e .. f, opgoes)

onde CI’s sao as condigoes iniciais nas forma de lista de listas (veja exemplos abaixo).
Considere a seguinte EDO de segunda ordem que nao pode ser resolvida com o
comando dsolve.

> EDO := cos(x)*(x+Pi)*diff (y(x),x,x) - (x+Pi-3*cos(x))*

> diff(y(x),x)+(Pi*x+Pi~2-2)*y(x) = 0;

EDO := cos(z) (x+m) ( 0

52 V(@) — (@ +7—3cos(x)) (L (@) + (mx+72—2) y(x) = 0

ox
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Considere as condigoes iniciais
> CI := [[y(0)=1,D(y) (0)=2]1];
CI == [[y(0) =1, D(y)(0) = 2]]

O gréfico da solucao para z no intervalo [—2, 2] é
> DEplot(EDO, y(x), x=-2..2, CI, linecolor=red);

Py
e
y(X) -6 -
Y
~10-

O sistema de EDO’s
> sistema_EDO := {diff(y(x),x)=y(x)-z(x),diff(z(x),x) =
> z(x)-2xy(x)};
0

sistema_EDQO := {% 7(x) =z(x) — 2y(x), pp y(z) =y(x) —z(x)}

com as condicoes iniciais
> CI := [[y(0)=1.638,z(0)=2.31]];
CI := [[y(0) = 1.638, z(0) = 2.31]]

tem o seguinte grafico de dire¢des com a curva que obedece as condigoes iniciais em
destaque.

> DEplot(sistema_EDO, {y(x),z(x)}, x=0..3, CI, y=0..2,

> z=-4..4, color=black, linecolor=red);
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O mesmo grafico pode ser obtido com o comando phaseportrait ou com o comando
dfieldplot, porém este ultimo nao usa condigoes iniciais e portanto nao destaca
nenhuma curva especial. Os comandos equivalentes que geram o gréafico acima sao

> dfieldplot(sistema_EDO, {y(x),z(x)}, x=0..3, y=0..2, z=-4..4);
> phaseportrait(sistema_EDO, {y(x),z(x)}, x=0..3, CI,y=0..2, z=-4..4);

O gréfico tridimensional da curva em destaque do ltimo gréfico (bidimensional) pode
ser feito com o comando DEplot3d. A opgao scene = [z, z(x), y(x)] especifica a ordem
dos eixos no grafico.

> DEplot3d(sistema_EDO, {y(x),z(x)}, x=0..3, CI, y=0..2,

> z=-4..4, scene=[x,z(x),y(x)], linecolor=black);
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7.3.3 Outros comandos que retornam solugoes de EDO’s

Exite uma série de comandos que resolvem EDQO’s de tipos particulares. A maioria
desses métodos esta implementada no comando dsolve porém as solucoes retornadas
pelo dsolve nao sao totalmente equivalentes as solugoes retornadas por esses comandos
particulares, principalmente com relagao a forma das solugoes e com relagao a solugoes
singulares de EDQO’s nao lineares. A lista desses comando é

RiemannPsols, abelsol, bernoullisol, chinisol, clairautsol, constcoeffsols, eulersols, exact-
sol, expsols, genhomosol, kovacicsols, liesol, linearsol, matrixDE, parametricsol, polysols,
ratsols, riccatisol, separablesol.

Vejamos um exemplo. O comando matrizDE acha a solucao de um sistema de EDO’s

lineares da forma
9 X(t) = A(t) X(t) + B(t)

onde A(t) e B(t) sdo matrizes. Por exemplo, o sistema de EDO’s pode ser resolvido da
seguinte forma.
> A = matrix(2,2,[1,t,t,1]);

1 ¢
A=
t 1
> sol := matrixDE(A,t);
e(=1/2t(t-2)) sinh(l t2) et
sol := , [0, 0]

1
_p(-1/2t(t-2)) cosh(§ 12) et

7.4 Método Numérico

Podemos resolver uma equagao diferencial sem parametros livres usando métodos
numeéricos. A solucao é dada na forma de um procedimento que pode ser usado para
gerar o valor da solugao em determinados pontos ou para gerar o grafico da solucao.
Vimos que a equacao de Mathieu nao pode ser resolvida exatamente. Vamos fazer o
grafico da solugao com condigoes iniciais.

> Mathieu_EDO := diff(y(x),x,x)-cos(2*x)*y(x);

2
Mathieu_EDO = (% y(z)) —cos(2z) y(x)
x

> ci := y(0)=1, D(y) (0)=1;
ci :==y(0) =1, D(y)(0) =1
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> F := dsolve( { Mathieu_EDO, ci }, y(x), numeric):

F é um procedimento que fornece o valor da funcao e da derivada primeira uma vez
dado o ponto z:
> F(0);

> F(1);
0
[z = 1, y(x) = 2.45032122804124298, — () = 1.56805429249998096
x

Para fazer o gréafico, podemos usar o comando odeplot do pacote plots:
> plots[odeplot] (F, [x,y(x)], 0..6%Pi);

2 4 6 8 lp 1‘2 1‘4 6 1?
1

Se o usudrio nao especificar o método de resolugao numerica, o Maple usa o método de
Euler. Existem varios outros métodos como o de Runge-Kutta de segunda, terceira ou
quarta ordem, Adams-Bashford, séries de Taylor entre varios outros. Para mais
informacoes veja o help on line de dsolve,numeric.

7.5 Método de Séries

E possivel encontrar uma expansao em séries para a solugao de uma EDO ou de um
sistema de EDO’s sem a resolugao direta da equacao. Os métodos usados sao o método
de iteracao de Newton, método de Frobenius ou método de substituicao por uma séria
com coeficientes arbitrarios a serem determinados. A sintaxe é

dsolve(EDO, y(z), series)
dsolve({ EDO, IC’s}, y(x), series)
dsolve({seq-de_EDOs, CI’s}, {funcs}, series)
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onde

EDO ¢é uma equacao diferencial ordinéria

y(z) é uma func¢ao indeterminada de um tnica varidvel

CI’s sao as condicoes iniciais

{seq-de_EDOs} é um conjunto de EDO’s

{funcs} é um conjunto de fungdes indeterminadas de um unica varidvel

Novamente vamos usar a equacgao de Mathieu como exemplo.
> QOrder:=12:
> dsolve({Mathieu_EDO, y(0)=0, D(y)(0)=1}, y(x), series);
29 71 3151
9 11 4 O(:L‘u)

_ ]' 5 7
y@) =24 62t = e e T T a2 T T 35200 ©

A variavel Order controla a ordem da solucao. Vejamos um exemplo de um sistema de
EDO’s.
> (Order := 3:

> sistema := {diff(y(t),t)=-x(t),diff(x(t),t)=y(t)};

sistema = {% x(t) = y(t), %y(t) = —x(t)}

> dsolve(sistema union {x(0)=A,y(0)=B}, {x(t),y(t)},
> type=series);

{y(t) = B—At—%Bt2+O(t3), x(t)=A+ Bt — %At2+0(t3)}

Compare o resultado com a expansao em série da solucao exata.
> res := dsolve(sistema union {x(0)=A,y(0)=B},{x(t),y(t)});
res := {x(t) = Acos(t) + Bsin(t), y(t) = —Asin(t) + B cos(t)}

> map(x->lhs(x)=series(rhs(x),t), res);

(v(t) = B— At — %Bt2+0(t3), «(t) = A+ Bt — %At2+0(t3)}

Para mais informagoes veja o help on line de dsolve,series.
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Equacoes diferenciais parciais

8.1 Introducao

O novo comando pdsolve é o principal comando para resolver analiticamente EDP’s.
Ele substitui o antigo comandopdesolve. Apesar de ter muitas limitagoes, houve um
avanco consideravel com relagao a implementacao anterior. A sintaxe do novo comando
é

pdsolve( EDP)

pdsolve(EDP, f(x,y,...), HINT=..., INTEGRATE, build)

onde

EDP ¢ uma equagao diferencial parcial

f(z,y,...) é funcdo indeterminada de varias varidveis (opcional)

HINT=... é um parametro de sugestoes dado pelo usudrio (opcional)

INTEGRATE provoca a integracao automatica das ODE’s encontradas pelo método
de separacao de varidveis da EDP (optional)

build tenta construir uma expressao explicita para a fun¢ao indeterminada seja qual
for a generalidade da solugao encontrada (opcional)

Os parametros opcionais podem ser usados em qualquer ordem. Se o comando pdsolve
nao tiver sucesso, a opcao HINT permite ao usudrio sugerir uma estratégia para a
resolucao da EDP.

8.2 Solucao Geral e Solucao Quase-geral

O comando pdsolve tenta em primeiro lugar achar uma solucao geral da EDP. Por
exemplo, considere a seguinte EDP.

> restart;

> EDP := exp(y)*diff(F(x,y,z),x) + 2*sin(2*x)*

> diff (F(x,y,2z),y) = 0;

EDP :=¢Y (% F(z, y, 2)) + 2sin(2x) (% F(z,y,2)=0

30
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O comando pdsolve encontra a solugao geral em termos da fungao arbitraria _F'1.
> sol := pdsolve(EDP);

1 1
sol :==F(x, y, z) = _F1(§ e’ + 5 cos(2x), z)

Podemos testar o resultado através do comando pdetest.
> pdetest(sol,EDP);
0

A solucao de uma EDP de ordem n dependendo de k variaveis é geral quando é dada
em termos de n fungoes arbitrarias e k — 1 variaveis. No exemplo acima, a ordem da
EDP é 1 (derivada de ordem mais alta) e o nimero de variaveis é 3 ( z, y, z). Podemos
ver que a solugdo é dada em termos de 1 fungao arbitréria ( _F'1) que depende de 2
variaveis.

Se pdsolve nao consegue achar a solugao geral, a solucao é dada usando a estrutura
(solugao em termos de _F1, _F2, ...) &where [{EDO’s envolvendo _F1, _F2, ...}]

Nesse caso, _F'1,_F2,... nao sao fungoes arbitrarias. Elas obedecem as EDQO’s descritas
pela segunda componente do operador &where. Por exemplo, a equacao de difusao (ou
de propagacao de calor) em 1 dimensao é

> EDP := a”2xdiff(f(x,t),x,x)+0xdiff (f(x,y),y,y) = diff(f(x,t),t);

EDP = d* (8_2 f(x, t)) = 9 f(x, t)
dx? ot

A solucgao é dada da forma
> soll := pdsolve(EDP);

soll := (f(z, t) = _F1(z) _F2(t)) &where
0 0?

[ % F2(t) = a® _e; F2(t), a2 Fl(z) = _¢; F1(x)}]
onde _cI é a constante de separagao de varidaveis. O argumento opcional build provoca
a integracao das EDO’s dadas na segunda componente de éwhere.

> s0l2 := pdsolve(EDP,build);
(a2 _c1 t) 02

L o (mx) (a2 _Clt) _036 —
sol2 .=f(x,t)=e _C3e _CI + VTS

onde as constantes _C1, _C2, _.C3 foram introduzidas na integracao de uma ODE de
segunda ordem e uma ODE de primeira orderm. A opc¢ao INTEGRATE produz um
resultado similar mantendo o operador éwhere.

> 8013 := pdsolve(EDP,INTEGRATE) ;

sol3 = (f(x, t) = _F1(z) _F2(t)) &where
{{Fl(z) = C1eV-519 4 C2eV-c19) L F2(t) = CF el 10}
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O comando pdetest funciona com qualquer dessas formas de solugao.
> seq(pdetest(sol||i,EDP),i=1..3);
0, 0,0

8.3 O Pacote PDEtools

O pacote PDFEtools contem fungoes que complementam o comando pdsolve na tarefa de
encontrar solugoes para EDP’s.

> with(PDEtools);

[PDEplot, build, casesplit, charstrip, dchange, dcoeffs, declare, difforder, dsubs, mapde,
separability, splitstrip, splitsys, undeclare]

8.3.1 Comando build

O comando build constréi uma solucao explicita para as funcoes indeterminadas que
obedecem as EDO’s dentro do operador &where. O argumento do comando build deve
ser uma solucao fornecido pelo comando pdsolve. Por exemplo, considere a seguinte
EDP.

> EDP := diff(f(x,y),y)*exp(x)+diff (f(x,y),x) 2x1log(y)=0;

0 0
Laplace_.EDP := (8_y f(x, y)) e* + (% f(z, y))*In(y) = 0

A soluo é dada em termos de duas fungoes indeterminadas.
> sol := pdsolve(EDP);

sol == (f(z, y) = F1(x)+_F2(y)) &where [{((% F1(x))* = _¢; ", (%_FQ(y) = —_c1In(y)}]

Para construir uma solugao explicita:
> build(sol);
flx,y) =2vV_c1e*+ _Cl — _cryln(y) + .c;y + -C2

8.3.2 Comando dchange

O comando dchange serve para fazer mudanga de varidveis em EDP (e em outras
expressoes algébricas). A titulo de exemplo vamos resolver a EDP

> EDP := 3*xdiff(f(x,y),x) + 4xdiff(f(x,y),y) - 2xf(x,y) =1;

EDP :=3 (%f(x, y)) +4 ((%f(x, y)) —2f(z, y) =1
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sem usar o comando pdsolve. Vamos considerar a seguinte tranformacao de varidveis
> tr := {x = v*cos(alpha) - wxsin(alpha), y = v*sin(alpha) + w*cos(alpha)};
tr .= {x = vcos(a) — wsin(«), y = vsin(a) + w cos(a) }

e a partir dela determinar o valor de @ que transforma a EDP numa ODE. Uma vez
que essa tranformagao possui o parametro «, vamos adicionar o terceiro argumento
[v, w] no comando dchange.

> new_EDP := dchange(tr,EDP, [v,w]);

new_EDP := 3 cos(a) (% f(v, w, a)) — 3sin() (a% f(v, w, a)) + 4sin(«) (% f(v, w, )

0
+ 4 cos(a) (=—f(v, w, a)) — 2f(v, w, a) =1
ow
Vamos fazer a seguinte substituicao para eliminar o parametro a que infelizmente foi
introduzido na fungao f.
> new_EDP := subs(f(v,w,alpha)=f(v,w),new_EDP);

new_EDP := 3 cos(a) (% f(v, w)) — 3sin(«) (a% f(v, w)) + 4sin(«a) (% f(v, w))

+ 4 cos(a) (a%f(v, w)) —2f(v, w) =1

Vamos determinar « de forma que o coeficiente do termo % f(v, w) seja zero.

> coeff_w := coeff(lhs(new_EDP),diff(f(v,w),w));
coeff -w := —3sin(a) + 4 cos(«)

> alpha := solve(coeff_w=0, alpha);

4
= arctan(g)

Vejamos o formato da EDP agora.
> mnew_EDP;

5 (%f(v, w)) —2f(v, w) =1

Ela pode ser resolvida como o comando dsolve (em vez de pdsolve).
> so0l := dsolve(new_EDP,f(v,w));

1
sol :=f(v, w) = —3 + @) F1(w)

O 1ltimo passo ¢ recuperar as variaveis originais.

> f(x,y) = subs(solve(tr,{v,w}), rhs(sol));

1 3 4
f(:L‘, y) _ _5 + 6(6/2590—1—8/253;) —Fl(g y— g ZL‘)
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Podemos confirmar a solucao.
> pdetest(%, EDP);

8.3.3 Comando PDEplot

O comando PDFEplot faz o gréfico da solugao de uma EDP de primeira ordem uma vez
dadas as condicoes iniciais. A EDP nao pode ter parametro livres. Como exemplo,
considere a seguinte EDP.

> MapleV4_logo_EDP := (y~2+z(x,y) "2+x"2)*diff(z(x,y),x) -

> 2xxxyxdiff (z(x,y),y)- 2*z(x,y)*x = 0;

0 0
Maple V4 logo EDP := (y*+a(x, y)*+a*) (5 2(w, y)) =22y (5, 7@ v))=22(z, y) o =0

cuja solucao fornece o grafico usado como logo da versao 4 do Maple.
> PDEplot(MapleV4_logo_EDP, z(x,y), [t,t,sin(Pi*t/0.1)/10],
> t=0..0.1, numchar=40, orientation=[-163,56],
> Dbasechar=true, numsteps=[20,20], stepsize=.15,
> initcolour=cos(t)*t, animate=false, style=PATCHCONTOUR);

0.16 4
0.14 -

0.12 -

0.1
Z(X,y)0.08 1
0.06 -
0.04 -

0.02 -

8.4 Limitagoes do Comando pdsolve

A implementacao da versao 6 nao é capaz de resolver

- sistemas de EDP’s,

- EDP obedecendo condigoes de contorno,
- por métodos numéricos,

- por métodos de séries.
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